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1. Vi utnyttjar forst att

1 1
cos?t = > + §c032t,

och hogerledet #r Fourierserien for cos? t.
Enligt BETA, (3), s. 309 (3) med a = 1 och L = = géller att |¢| har Fourierserien

o
™ 2
) + E_l ps) ((—1)" — 1) cosnt.

Den sokta Fourierserien blir

L™ 2 sty 2t+§: 2 (=1)" — 1) cos nt
2 2 - COS 2 COS 2 7'("n,2 n

Serien dr konvergent for alla ¢ ty

2 ((—1)"™ — 1) cosnt

1
< A=
™2 —n?

for nagon konstant A och Y00 2(1/n?) dr konvergent.

2. Lat {an }52 ha Z-transform A(z). Enlig BETA, s. 322, (z4), géller da foljande Z-transformtabell
{an+1}220 zA(z) — apz

z
—
z
{ant2}nio =

22 A(2) — apz® — a1z

Z-transformation av ekvationen ger att
22 A(z) — 22° — Tz — T(zA(2) — 2z) + 10A(z) = 0.
Harav fas
A(2)(2% — Tz +10) = 222 — 7z,
och A(z)(z —2)(z — 5) = 2(22 — 7), vilket ger

22— 17

AW = e ey
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Partialbraksuppdelning ger

och harav foljer a, = 2"+ 5", n=0,1,2,....

3. Vi anvénder inreprodukten
[e.e]

(f.9) = / f(@)g@e " de,

—oQ

pa rummet L?(R, e~*"). Vi skall minimera ||z® — P||, dér P varierar i delrummet S som bestar
av polynom av grad hogst 2. Minimum fas d&a P &r ortogonala projektionen av x> pa S.
Hermitepolynomen Hy(z) = 1, Hy(z) = 2z och Hy(x) = 4x? — 2 utgdr en ortogonal bas i S,
se BETA, s. 263. Ortogonalprojektionen ges da av

<$3,H0>HO <.T3,H1>H1 <'T35H2>H2
|| Hol[? || Hq|[? || Ha|[?

Nu géller att
o0
(23, Hy) = / ie * dz =0
—0oQ

ty integranden #r udda och av samma skil #r (22, Hy) = 0.

Det sokta polynomet &r darfor
(z°, H1)H,

P =
|| H[?

Enligt BETA, s. 262, &r ||H;||?> = 24/7 och

o
(3, H,) = / 23 2ze™ dg = {partiell integration}
—0o0
o0
= [—e‘”2$3]oo + / e’ 322 d
—0o0

3
2:[)675825:1,‘ dx = {part. int.}

I
é\g

o
23 1% 23, 3
= [—e Ex]oo+ / e idw—gx/fr.

Losningen blir dérfor
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o/r 2

2

P(z) =



Alternativt kan man utnyttja utvecklingen
1
z? = g (Hs +6H))

(se BETA, s. 263). Detta ger P(z) = $Hy(z) = 3 -2z = 3u.

4. Satt

och f(0) =1 samt
Enligt BETA, s. 315 (F51) &r
. T [t| <1
w)=7(Hw+1)-Hw-1)) =
flw)=m(H(w+1) - Hw-1)) {0 > 1

och enl. BETA, s. 314 (F32) &r

9(w) =
Vidare géller enligt BETA s.313 (F14) att

Fe)g(0) & 5+ (@)

Déarfor galler att Fouriertransformen av h ar
1.

hw) = 5-f * §(w)
7r

=5 [ Fo—witw)du

w+1 1
- / o du = arctan(w + 1) — arctan(w — 1)
w—1

och detta ger svaret.

5. Vi har
f(t) = e H(t) +e'(1 - H(t)),

dir H #r Heavisidefunktionen. Harav foljer
() =eto(t) —e PH(t) + €' (—6(t)) + e (1 — H(t))
=—e'H(t) + €' (1 - H(t)),
dir H ar Heavisidefunktionen och
@) = —e7t5(t) + e PH(t) + €' (—=6(2)) + e (1 — H(t))
= e 1 —25(2).



Svar. f" = et — 2.

6. For A > 0 siitt A = w? dir w > 0. Ekvationen blir da f” + w?f = 0 som har 16sningar
f(z) = Acoswz + Bsinwz

och vidare ar
f'(z) = —Awsinwz + Bw cos wr.

f(0) =0ger A=0och f'(r) = 0 ger coswm = 0 varav foljer att w = n+% darn =0,1,2,3,....
Vi far egenvektorer f,(z) =sin(n + 1)z, n =0,1,2,... svarande mot egenvirdena (n + )2.
For A < 0 finner vi inga 16sningar som &r kompatibla med randvillkoren.

Alla egenvektorer kan skrivas pa formen ¢, f,, n =0,1,2,..., dir ¢, # 0 ar konstanter. Enligt
Sturm Liouvilles sats utgor {f,}22, ett fullstandigt ortogonalsystem i L2(0, ).

7. Satt U(w,y) fR ~Wwy(x,y) dz. Partiell Fouriertransformation av Laplaces ekvation med
avseende pd z ger da for 0 <y < a

o*U

e _
U+ —= 3y -7 =0,
eller o
U 9
ap ~ Y

vilket for fixt w &r en ordindr differentialekvation i y. Vi far den allminna 16sningen
Ulw,y) = A(w)e Y + B(w)e*?
u(z,0) =0 ger U(w,0) =0 och A(w) + B(w) = 0, vilket ger B(w) = —A(w). Vidare fas
Uw,a) = f(w) = A(w)e™® — A(w)e™.

Vi far ocksa

U(w, y) _ f(w) (e—yw _ eyw)

efaw — eaw

+ . sinhyw

= f(w)

sinh aw’
Inversionsformeln ger losningen
o
1 iwz 7, +Sinhyw
ul@,y) = 2 / W) sinh aw
—00

~

For 0 < y < a fas |sinhyw| < |sinh aw|, vilket ger |U(w,y)| < |f(w)| och

[ i< [ 7P



Olikheten i formuleringen av uppgiften féljer nu av Plancherels sats.
Uttrycket for u(z,y) kan ocksé skrivas som en faltning. Genom att anvénda faltningsformeln
for Fouriertransform och BETA, 5.316 (F60) baklanges fas att

o0

u(z,y) = / f(& — t)p(ty) di

dér
1 sin(ym/a)

" 2 cosh(tr/a) + cos(ym/a)’

o(t;y)

Anm. Det finns ocksd homogena 16sningar till ekvationen med randvérde 0 bade fér y = 0 och
y = a, som tex har formen

sin(ym/a) (A cosh(mz/a) + Bsinh(rz/a)) .

Dessa finner man ej med Fouriermetoder eftersom de ej ar distributioner (de véixer fér snabbt
ixz).



