Inlamninguppgift 1

Uppgift 1 Utveckla e3 i en Laguerreserie, dvs. bestar koefficienterna i
formeln

Ledning: Formeln fooo e~ Mndt = an"frl kan vara anvindbar.

Losning. For det forsta 1at oss visa att D¥(z"e™%)|,—o = 0 om k < n. Vi
har

k

—x k 2,1 —1,_—T

D¥(z"e )\I:():E (Z)Dﬂv =0 D* "™,
=0

vilket ar lika med 0 eftersom 7 < n.
Vi vet att L,(z) = £, D"(z"e™). Alltsa
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Svar:
2 3 1\"
€3 ~ 5 nEZO <—§> Ln(-’r)

Uppgift 2 Lds Dirichletproblemet tuzy + tyy = 0 dd 0 < z,y < 1, u(z,0) =
u(x,1) =0, u(0,y) =0, u(l,y) = sin® ry.

Losning. Lat oss soka en losning pa formen v = X(z)Y(y). Vi har
X"(x)Y (y) + X(2)Y"(y) = 0. Alltsa

X'(z) _ _Y"(y)

X0) = V) = )\ = const.

Ekvationen —);,"(;y)) = A ger Y+ AY = 0. Vi vet fran uppgiftens formu-

lering att Y (0) = Y (1) = 0. Det finns tre mdéjligheter:

1. A> 0. DAY = asinvAy + bcos v Ay. Insittningen y = 0 ger b = 0.
Féljaktligen Y = asinvAy. Om y = 1 har vi 0 = sin vy eller v\ =
mn, dir n ér ett heltal. Sa Y = asinwny. En summa ) ° | a,sin7ny
ar ocksa en 16sning till var ekvation.

2.20=0. DaY = ay + b. Insiattningarna y = 0 och y = 1 ger b = 0
och a+b=0. Alltsa Y = 0. Vi har fatt att det finns bara trivialla
l6sningar i detta fall.

3. A< 0. D&Y = aeY™™ + be¥V~=". Det &r latt att se att det inte finns
icke-trivialla l6sningar igen.

Ekvationen );’(Ef)) = Xgeross X" +AX = 0, dar A = (wn)%. Vi far
X = ce™® + de~™*. Fran villkoret X (0) = 0 foljer det att ¢+ d = 0 eller
X = c(e™* —e~™%). Vivet att X (1) # 0 (annars skulle u(1, y) vara lika med
0). Antag att till exempel X (1) = 1. Det innebér att ¢ = 1/(e™ — e™™).

Fran uppgiftens formulering vet vi att Y (y) = sin®7y. Nu behover vi
bara utveckla Y'(y) i en serie

o
E Qy, SIN TNY.
n=1

Den bra kénda formeln sin 3cc = 3sin @ — 4 sin® o ger oss sin® 7y = 3 sin 7y —
1 .
78in37y. O



Svar:
e _ =TT 3 3nx —3rx 1

. € —€ .
—sin7y — —sin 31y

u(z,y) = em —e T 4 e3m —e 31 4

Uppgift 3 Los Dirichletproblemet uzy + uy = 0 pd enhetsskivan sd att
u(z,y) =2* +y* dd 2* +y? = 1.

Losning. Lat oss soka en losning pa formen
a o0
u= 50 + ;T"(an cos On + by, sin On),

dar r, 0 ar polara koordinater. Vi méaste utveckla 23 +13° = cos®0+sin®6 i en
Fourierserie. Enkelt har vi cos®@+sin® 0 = % cos 9—}—% cos 30—%—% sin 0 — i sin 36.
Det betyder att

3 1
u= Zr(cos 0 + sin 0) + ZTS(COS 30 — sin 36) =

3 1
Zr(cosﬁ +sinf) + 17‘3(400530 — 3cosf — 3sinf + 4sin® ) =

3 3
1@+’ = 2@+ +y).

Svar: 5 5
u(@,y) = (@ +y)+2*+y° = 2@ + )@ +y)

Uppgift 4 Finn en lésning pa foljande problem

Uypr = Ust, O<z<mt>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0

u(z,0) =z(r—z), O<z<m
uy(x,0) = sin 2z, 0<z<2m

Losning. Som vanligt séker vi en losning pa formen

u(z,t) = Z(an cos nt + by, sin nt) sin nz.

n=1



00
n=1

Villkoret u(z,0) = z(m — z) ger oss z(m —x) = >~ ap sinnz. Alltsa

2 X
Uy = —/ z(m — x) sinnxdr =
0

™

2 ™ g
2 (—x(ﬂ ) cos nx +/ (7 — 22) cos m:dm> _
T n 0 0 n
2 ((7r—2x) sin;m 7T+2/7r sin;w;dx> _
T n? |, o N
4 T 1" -1
— ——cosnx| = —4L.
mn3 0 ™3

Pa andra sidan u,(z,0) = > 7 bynsinnz. Eftersom u,(x,0) maste vara lika
med sin 2z far vi by = % och alla andra b,, ar lika med 0. O

Svar:

1 8
u(z,t) = 5 sin 2¢ sin 2z + - Z
k=0

1
m COS(Q]C + 1)t Sln(2]€ + 1)3}'

Uppgift 5 Bestam egenvdrden och egenfunktioner till Sturm-Liouvilleproblemet
y" + Ay(t) =0, 0 < t < 1, med randvillkoret y(0) = 0 och y(1) —2y'(1) = 0.

Losning. Det finns tre mojligheter for A:

1. A > 0. Day = acosVAt + bsiny/Xt. Fran villkoren y(0) = 0 och
y(1) — 2y'(1) = 0 foljer det att a = 0 och sin VA — 2v/Acos VA = 0.
Vi far att A > 0 dr en losning till ekvationen tanvA = 2v/A. En
motsvarande egenfunktion &r sin v/At.

2. A=0. Da y = at + b. Villkoren y(0) = 0 och y(1) — 2y'(1) = 0 ger
b =0 och a = 0. Det finns bara den trivialla losningen y = 0.

3. A< 0. D& y = aeY™™ + beY= . Igen ar det litt att se att a = b = 0.
O
Svar: Lat w; < wy < ws < ... vara en sekvens av alla positiva rotterna

till ekvationen tanw = 2w. D& Ay = w} &r egenvérden och y; = sinwyt ir
egenfunktioner.



Uppgift 6 Antag att f har Fouriertransformen f . Finn transformerna av
f(t) cosat och f(t)cos®at (a dr reelt och # 0).

Lésning. Lat g(t) = f(t) cosat = f(£)€t och h(t) = f(t) cos® at =

2
f(t) 1+62ia:|-8_2iat ' Vi har

+oo iat —iat £l £
i@ = [ rwe = flw-o) . flota)

. +00 . 2iat | ,—2iat F o Flw — F

(w) = f(t)e—'“f1+e 2—|—e dt:f+f(w 2a2)+f(w—|—2a)
O
Svar: ) )

—— flw—a)+ flw+a)
f(t)cosat = 5 :




