Dagensteman
 Ortogonalafunktioner (ZC11.1)
e Fourierserier (ZC11.2)



Serieutveckling av " godtyckliga” funktioner
F() = & Gaf o (X)

n=0
Fourierserier

¥
f(X) = 3 +8& (8,C0S NX + bysin nx)
n=1

Viktiga egenskaper

1. Omf(x) ar kontinuerlig och styckvis kontinuer-
ligt deriverbar da-p £ x £ p (men {.6. godtycklig),
saar galer for aIIaX| Intervallet p < x < p:

f(x) :* +a (a,cos nx + b,sin nx),
n=1

dar a, = f(Xx) cos nx dx, n=0,1,2...,
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f(x) sinnx dx,, n=12, ...
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2. Den trunkerade serien

N
Si(X) = ap/2+a (a,cos nx + b,sin nx)
n=1

ar den ”basta’ approximationen till f(x) bland alla
linjéra kombinationer av de andligt manga funk-
tionerna

cosnx ochsnnx,n=0,1,....N
| fOljande mening:
Om

N
Tv(X) = co/2 +a (cncos nx + d,sin nx),

n=1
dar c- och d-koefficienternainte dverensstam-
mer med motsvarande a- och b-koefficienter, sa
Ay
p p

8 1F(9) — S (912 dk < § [F(x) ~ Tu()|? dx.
5 °



Skalar produkt och norm
Definitioner

Normen av en funktion f(x), a £ X £ b:
o 612
e :§ F(x)]2 dx

a

7

Storheten ||f(X) — g(X)|| ar ett Slags matt pa avstan-
det mellan f och g.

Skalar produkt av tva (reellvarda) funktioner
f(x) och g(x),a£ x £ b:

b
(f,9) =8 f(x) - 903 dx.

Funktionerna ar ortogonala om (f, g) = 0.
Enligtovanar  (f,f) = ||f (X



Dettaar | analogi med koordinatformlerna for
skalarprodukt och belopp hos vektorer i R™:

Om
U= (Uy, Uz ..., UN), V=(Ve, Vo, ... , W),
Sa &r

N
och u-u=|uff= & |uf



Specidllt for fourierserier:

1. Funktionerna
1,cosnxochsinnx (n=1,2,...)

ar parvis ortogonala paintervallet - £ x £ p.
2. llcos nx||? = ||sin nx||* = p, ||1]|° = 2p.



Fourierserieutvecklingen

¥
f(X) = 3 +& (8,C0S X + b,sin NX)
n=1

kan ses som en koordinatframstalining av f I basen
(basfunktionerna)

1,cosnxochsinnx (n=1,2,...)
Pa grund av deras ortogonalitet far man:

(f(X), cOSMX) = am||lcos Mx||*> = p am,
(f(X), SN MX) = by||Sih MX||? = p b,
(F(, 1) =5 112 =p a,
dvs. utskrivet med integraler:

P
:Fl)gf(x)cosmxdx, m=0,1,2...,
-

p
1 _
o IO§f(x)smmxdx, m=1, 2, ...
—



