Institutionen for matematik, KTH 050207
Arbetsmaterial 2 for 5B1207/VTO5/E.P.

Fouriermetoder for T2

Syftet med det hér kursavsnittet & att ge en orientering av en del i den matematiska analysen, de sk. fourier-
metoderna, som har visat sig vara mycket anvandbara och kraftfulla redskap for att modellera situationer
inom signa behandling, elektricitetdara, akustik m.m.

Fourieranalysen &r i sig ganska komplex. Den har en egen begreppsapparat och i den finns manga icke-
trivialasamband. Detta gor dels, att den matematisk/logiska delen av teorin inte &r alldeles enkel om den be-
drivs med vetenskaplig noggrannhet dels, att man kan narmasig amnet pa manga olika stt.

Har foljer eninformell framstallning — syftet ar att man i forsta hand skall kunna forsta att de resultat som
ges & rimliga och kunna anvanda dem i naturvetenskapliga och tekniska sammanhang. Mera stringenta
framstélIningar hittar man i speciallitteraturen.

1. Inledning
1.1 Fourierserier och -integraler inom signalteorin. Komplexa fourierserier.

Litet ytligt kan man saga att fourieranalysen i mycket handlar om konsten att uppfatta godtyckligafunktioner
X(t) som " linjéara kombinationer” av trigonometriska funktioner cos wt och sinwt, dar w oberoende av t. El-

ler, vilket gér ut pd samma sak: linjara kombinationer av de komplexa exponentialfunktionerna €wt, s3
kallade har moniska funktioner (eller harmoniska svangningar). (1

Fourierserierna, som tagits upp tidigare i kursen, handlar ju just om detta:

En "godtycklig” funktion x(t) (nda, nastan godtycklig — kontinuerlig och med kontinuerligderivataracker)
paintervalet—p <t<p kan skrivas:

¥
X(t) :% + é (an cosnt + by, sin nt), 1.0
n=1
dar koefficienternaa, och by, erhdls ur
P P
—_ 1 8 o 3 — 1 8 - o 3
an =p 8x(t) cosntdt, dan3 Oochb, = o 8x(t) sinntdt, dans 1. (1.2
-p -p

Anmarkning 1: En viktig sak att observera r att allatermerna i hdgerledet av (1.1) &r 2p-periodiskafunktioner definieradefor
alaredlat. Hogerledet &r alltsa definierat och 2p-periodiskt for allat. Detta innebar att om funktionen x(t) som vi
utgatt ifran till dventyrs skulle vara definierad dven utanfor intervallet —p <t < p men inte 2p—periodisk, si géller
relationen (1.1) i allménhet inte utanfor intervallet ifrégal Tydligast syns kanske den distinktionen om man ser pa graf-
ernafér funktionernai vanster respektive hoger led.

Vansterledet
Om t.ex. x(t) & definierad somp — |t|, dd—p £ t £ p, och, Px(t)i(1.1).
s4g, = 0 for ovriga t-varden. s & dess graf (alltsa vansterledets
graf): |
3p -2p -p P2

1 Obsattcoswt= (&M +e W )/2 sinwt=(eW —edW)/(2i)och M =coswt + i sin wt. Linjara kombinationer
avcoswt ochsinwt & dérfor altid linjéra kombinationer av funktioner av typ é™ och vice versa
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Hogerledet i (1.1).

AN

-3p -2p -p P 2p

Summan i hogra ledet kommer déremot att ha grafen:

Likhet for alat i (1.1) géller tydligen om och bara om x(t) &r
definierad for allat och dessutom 2p-periodisk. u

For en signalteoretiker eller akustiker skulle funktionen x(t) vara en beskrivning av "signalen”; t & da en
tidsvariabel (vanligen métt i sekunder) och x anger, t.ex. om det géller ljud, tryckavvikelsen frén normal-
trycket (ljudtrycket). Relationen (1.1) uttrycker att signalen & sammansatt av ”harmoniska svangningar”

med " frekvenser” som & heltalsmultipler av 21p [HZ].2 Koefficienternaa, och by, relaterar man datill res-
pektive svangnings amplitud — de utgor signalens spektrum.
X
p

AN >

3p -2p -p | p 2p

Signalen och dess spektrum

Ovningar

1.1 Figuren ovan ger (en bit av) grafen for den 2p-periodiska signal x(t) somi intervallet —4p £t £ p antar
vardenax(t) = p —|t|. Verifieraatt amplituderna for sinussvéangningarna, by, alla & = 0 och de for
cosinussvangningarna,

10, dd& njadmntoch?® 0O,
l iz om nudda

an = 1. pn ]
} g dd n=0

Med tanke pa att raknelagarna for exponentialfunktionerna ar enklare an de for de trigonometriska och med
tanke pa Eulers formler, ar det naturligt att uttrycka fourierserietermerna

ap cosnt + by sinnt
i linjarakombinationer av et och eNt, Man fér
B COS L+ by SiN Nt = 5 [ag(@M + et — iby(6nt — e-inty] =
:an%ibn dnt + %'bn it =, dnt + ¢, eint

dér vi satt qqza“%M‘,omn>Ooch:w,omn<o.

Sétter man sedan ¢y = % , Sakommer hela fourierserien att skrivas om till en mera |&thanterlig komplex
oandlig serie:

2 1Hz=ensvangning (eller ett varv)/sek.



¥
x(t)=% + é(ancosnt+ bpsinnt) = a cy @nt
n=1 n=—¥

De komplexa c:koefficienterna kan beraknas direkt ur seriesumman X(t):

- P
For n> 0: Ch = a”?b“ =2 8x(t) (cosnt—isinnt) dt= 1p§x(t) e-int g,
—p -p
by _ 16 16
" . _&n+|_n_7 - - - = t
forn<O: Ch= 5 = 298 X(t) (cos (—nt) +isin(—nt)) dt = 2p8 X(t) ent dt,
-p -
16 16
S = () _d_ 1 - 0t
ochforn=0: Q=% =5 8 X(t) dt = 20 Qx(t)e-' dt,
-p —p
16
= = int
dvs. sambandet Cn 2p8 X(t) e"nt dt
-p
gdler for allahelta n=0, £1, +2, ...
Sammanfattningsvis:
Komplex fourierserieutveckling:
x(t) = a Cn €, (1.3)
n=—¥
P
G, = 21p§ X(t) et di (14)
-p
Om x(t) redll och
¥ ¥
_ao [o] . _ [« .
X®) =% + d(ancosnt+bysinnt) = A c, ent,
n=1 n=—¥
sagdler a,=2Rec,,bp=—2Imc,,n3 0 (1.5
och cn=a“%|b”,n>0,cn:%'b‘“,n<0,co %0 (1.6)




Ovningar:

1.2 a. Veifieraatt omx(t) & enredlvérd funktion sd&r c_, = ¢, och omvéant: Omc_, = ¢, i serien (1.3)
sa ar x(t) en redlvard funktion.

(Ledning: Utnyttjaait ¢, eiM + ¢, et =2 Re (c,ent).)
b. Bestdm den komplexa fourierserien (1.3) till funktioneni uppgift 1.1.
1.3 a. Veifieraatt for redlaaochb,acoswt + bsinwt=Acos(wt + | ), dar
A= (a2 + b2V2ochtanj =—-bla, | =—p/2oma=0).

Funktionens maximalvéarde, A, & svangningens amplitud, j &r fasvinkeln eller faslaget och wi/(2p), ar
svangningens frekvens

| ord kan relationen i 1.3a uttryckas: Varje linjarkobination av sinus- och cosinussvangningar med samma
frekvens kan uppfattas som en fasforskjuten cosinussvangning med den frekvensen.

b. Vilka & amplituderna A, och fasvinklarnaj , for de olika frekvenserna hos funktionen i uppgift 1.1?
c. Veifieraatt koefficienternac, av serien (1.3) dax(t) redll ocksigesav
%Ane'indém 1,;Ane-ij ndadnf -lochcy=Ag. L
1.4 Funktionen x(t) & 2p-periodisk och

X(t) =% ,da—p <t<p.
a Berdknadess komplexa fourierseriekoefficienter med hjdp av (1.4).
b Bestédm sedan t ex med hjdp av sambanden (1.5) dess reellafourierseriekoefficienter.

Anmérkning 2: Vaet av intervall p <t < p och periodliangd 2p ovan kanns kanske litetkonstlat. Det & dock
meraen formelteknikalitet. Om periodliangden istdllet & L (L > 0) sakan man med skalning av t-axeln
overforadet falet till 2p-fallet —man substituerart = 2p/Lt och far de mera generella sambanden:

¥
x(t) =% + & (an cos 2pntiL + by sin 2pntiL), (1.1)
n=1
L/2 L/2
_2Q o _2Q : . }
an=_ 8 X(t) cos 2pnt/L dt,dan3 0och bp =L 8 X(t) sin2nt/L dt,dan?3 1, (1.2)
-L/2 —L/2

med de komplexa varianterna:3

¥

x()= Q cnepintiL, (1.3)
n=—¥

L/2
_18 2pint /L :
Ch= [ 8 X(t) e=<pPint/L dt (1.4)

L2
For L-periodiska x(t) kan integrationsintervallen ovan erséttas med vilket som helst intervall som har

langden L.

3 SeocksdzC 11.2, exercise 21, sid 495.



Ovningar:
15 Utfor substitutionent = 2pLt i (1.1) — (1.4) och verifiera darigenom relationerna (1.1') — (1.4).

Verifieraocksa att relationerna (1.5) och (1.6) mellan a-, b- och c-koefficienternagaller of brandrade.
Vilket utseende far de komplexa formlernaom perlodlangden 1?

1.6  Funktionen x(t) & 2-periodisk och x(t) = g?z _10 ga_1<t<t

a Bestam dess komplexa fourierseriekoefficienter.
b Bestdm sedan t ex med hjdlp av sambanden (1.5) dess reella fourierseriekoefficienter.

Fourierserierna handlar alltsa om konsten att skriva periodiska funktioner som ”linjara kombinationer” av
komplexa exponentialfunktioner eW t. De sé kallade Fourierintegralerna befattar sig med samma problem,
fast for funktioner x(t) som &r definierade for alareellat och inte nédvandigtvis & periodiska. Man kan
namligen visa att for en stor klass av sédana funktioner géller

¥
X(t) §2p X(w) €W T dw, .7

—¥

¥
= 8 iw t

dir X(w) = 8 X(t) e?w gt (1.8

—¥
Den forsta av dessa relationer kan uppfattas som att x(t) & en linjar kombination av (de oandligt manga)
funktionernaeW t. S& nér som pa den konstanta faktorn 2—1p svarar faktorn X(w) mot den linj&rakombinatio-

nens koefficienter (funktionens spektrum), den benamns fouriertransformen av x(t). Sambandet (1.7) kallas
ibland syntesekvationen (for fouriertransformer) — den anger hur funktionen x(t) "byggs upp” av sina "be-
standsdelar” 2—1p X(w) Wt Analogt sigs (1.8) vara analysekvation — den talar om vilka ” bestandsdel ar”

funktionen x(t) har.
Anmarkning 3: Observera de formella likheterna mellan formelparen (1.3) resp. (1.4) & ena sidan och (1.7) resp. (1.8) & den

andra. Skillnaden mellan (1.4) och (1.8) & férutom skalfaktornzflp att integrationsgrénserna &r olika. Samma géller for

(1.3) och (1.7) om man uppfattar serien i (1.3) som en "integral” dér "integrationsvariabeln” n bara antar de diskreta
vérdena0, 1, +2, .... Detta & ingen tillfalighet. I viss mening kan man ndmligen se fourierserietransformen som ett

speciafall av fouriertransformen. u

Enintressant sak &r att vi har har tva helt olika sétt beskriva funktionen x(t) p& Den ena anger funktionens
varden for godtyckligat (vanster ledi (1.3) resp. (1.7)), den andraii stéllet spektret ¢, resp. X(w) (hoger led).
Det som gor detta faktum sa anvandbart &r att vissa egenskaper (som t.ex. X(t):s maximum eller minimum)
avlases | éttast pa funktionen i vanster led medan andra ses | éttast pa dess amplitudspektrum.

Som ett exempel4: Figuren nedan visar vibrationerna fran en maskin som anvands vid massatillverkning—en
sa kallad raffindr. Den & i princip en stor kvarn. | det forsta steget huggs trérévaran upp till flis som sedan
bearbetas mekaniskt (mals) i raffindren. De kemikalier som sedan tillsétts tréfibrerna kan efter malningen
| ttare |0sa ut de massafibrer som anvands vid papperstillverkningen. Raffindren bestar i princip av en fast
kvarnskiva och en roterande fastsatt paen axel vilken bars upp av tre rullningslager.

4 KalaMWL (Marcus Wallenberglaboratoriet, KTH).



M étinstrumentet, en accelerometer, sitter naraett av rullningslagren somi detta speciellafall har en skada pa
en av de 16 rullarna. Skadan &r en tvargaende spricka som varje gang den passerar kontaktzonen mellan
rullen och lagrets inner- eller ytterring orsakar ett slag. Diagrammet a grafen for den funktion x(t) som
anger ljudtrycket x, med tidsvariabeln t.

0.8+

0.6

X tryck

-0.8

_1 ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5

t sek

Grafen galv ar svartolkad — det & svart att urskilja vad som harror fran det brusartade ljud som maskinen
altid alstrar och det extraljud som hérér fran skadan. Om man daremot bestammer spektret for signalen x(t),
vilket kan goras med en numerisk variant av analysekvationen (1.8), safar man diagrammet
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dér man ser tydliga stora " tontoppar” vid c:a 800 Hz vid sidan av en del mindre. Tontopparnas frekvens-
l&gen bestams av skadans periodicitet och kallas skadans signatur. Signaturen anvands vid maskinell
Overvakning for att upptacka eventuella skador i ett tidigt skede. Tidig upptéckt gor det mgjligt att planerain
underhallsstopp och undvika de ofta mycket hoga kostnader som ett oplanerat driftstopp €ller ett haveri
skulleinnebéra.

Ovningar:
1.7 Berdknafouriertransformernatill
i1, omft|£ 172, _iet,omO£t, 10, omO£t,
a Xt)‘%o, om t| > 1/2. b. X(t)_%o, omt<O. X(t)_}et, omt<O.
d. xt)=ell

Fouriertransformen for en signal kan altsa ge viktig information om signalen, information som kan varasvar
att fa fram pa annat sétt. Intressant &r ofta att veta hur forandringar i signalen paverkar fouriertransformen
och viceversa

Om t.ex. en signal klipps av (man kanske inte har tid att lyssna pa hela signalen), pa vilket sétt andras
dafouriertransformen? Om en signal samplas (dvs. den avlases bara vid vissadiskretatidpunkter), vad
héander da med fouriertransformen? Och omvant, om fouriertransformen (spektret) andras genom att
man klipper bort vissa frekvenser (sk. filtrering), pa vilket sitt paverkas da signalen?

ProblemstalIningar av det daget diskuteras nérmare langre fram (arbetsmateria nr 5).

| detvafoljande avsnitten skall vi tittalitet pa hur man mater avvikelser mellan signaler; vad skall man t.ex
menamed att tvasignaler & nastan lika?

1.2 Litet om fe

Allauppmétta storheter avviker naturligtvis mer eller mindre fran den (ténkta) ideala storheten som man
egentligen & ute efter —i stallet for den exaktasignaen x(t), a < t < b uppméter man en annan, X(t). For att
kunna gora en felanalys behdver man komma éverens om et avstandsmatt som anger hur mycket funktionen
Xe(t) avviker fran x(t). Det som man kanske forst kommer att ténka pa ar att man tar den maximala avvike-
sen, dvs.

Om = max [X(t) — xe(t)| (1.9)
xt<b

som ett sadant métt. Vid ndrmare eftertanke forstar man dock att dettainte &r sarskilt lyckat ur signalteorins
synpunkt: Om x(t) och x¢(t) skulle varatva ljudupptagningar av en konsert, identiska sa nar som pa att nagon
under ett kort tidsintervall hostar i den enaav upptagningsmikrofonerna. Storheten dy,, skulle da vasentligen
bestdmmas av hostningens intensitet, som ju kan vararétt stor. Trots detta skulle man nog inte vilja uppfatta
de bada upptagningarna som sa varst olika.

Ett battre métt, som inte [agger s stor vikt vid kortvariga avvikelser far man i stéllet ur det sk. effektivwardet
av awikelsen.s:

(o

612

e 2 o
Eﬁl (0 - xeO|2dEE | (L.10)
S 17}

d>

A) QOO

dér a£ t £ b & tidsintervallet under vilken upptagningen gors.6

5 Sekursbokeni ljud- och vibrationsl&ra (Bodén, Carllson, Glav, Wallin och Abom), kap 1.3.
6 Observeraatt d, och d, och x har samma fysikaliska dimension — tryckdimension (Pascal) i fallet med |judupptagningen.
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| teoretiska sammanhang har man ocksa signaler som &r definierade pa hela reella talaxeln, man véjer da
istéllet den sk. funktionsnormen:

& ol2
lIX—Xell= ég) () —xe()| 2 itz (1.10)
&y o

som felmétt (forutsatt forstas att den generaliserade integralen & konvergent).

1
2]
) I )
L L
-2
-1 -1
Ostord signal x(t) Stord signal Xg(t)
1
1]
L* T A EA - 1= R Y S EA -
- -1]
- -2
=1 =1
Differenssignal x(t) —x(t), Kvadrerad avvikelse |x(t) —x(t)] 2, &, » 0,4.
maxavvikelse dy,» 2,4. (1.10)-integralens varde = arean under grafen.

Ovningar:
1.8 Grafernaovan hor till signalerna
IX(®) + 50t (-1, dAlt|£

_ 1) -Lcos(3-1,7 h =
X(t) = cos(t — 1) — 3 cos( ) och xt) %x(t), da%£|t|£8.

Beréknad,, och dy definierade som i (1.9) och (1.10).

19 Lax(t) =1, %) =t xa(t) =t2-1/3, dd-1 < t £ 1, medan funktionerna = 0 for Gvriga t-vérden.
Bestam funktionernas effektivvardeni intervallet =1 £ t £ 1 och aven funktionsnormernai —¥ <t <¥.



b
Integralen glx(t)lzdt , (1.11)

kan ses som ett métt pa signalens totala energi:

T.ex. for det fall att x(t) anger stromstyrkan i ampere genom ett motstand R [W], s ges den spanningen av
y(t) = Rx(t) [V] och den momentana effekten W [W] av
W(t) = x(®) - Y1) = R X1
Integralen (1.11) ger allsa den totalaenergin under tidsintervalleta £t £b, sA nér som pa proportionalitets-
faktorn R Medelvardet
b

e g|x(t)|2dt , (112)

blir d& pa samma st proportionel It mot signalens medel effekt.

En motsvarande tolkning kan goras ocksa for det akustiska fallet dax(t) (= p(t)) ljudtrycket. Generellt ges
namligen den momentana effekten W hos ett mekaniskt system produkten [kraft] = [hastighet] = [tryck] ~
[area] © [hastighet]. | akustiska sammanhang kan man visa att ljudtrycket p under allménna omstandigheter
ar proportionellt mot partikelhastigheten u i mediet,

p=rocCu,
dar konstanternar o [kg/m3] och ¢ [m/s] & det ostérda mediets densitet respektive ljudhastigheten i mediet.”
Daéar altsdden momentanaeffekten per m2, W/A p-u = (1/r o©) p2 1 |p(t)|2.

Storheterna och g|p(t)|2dt reﬁpektlveb a g|p(t)|2dt representerar, Sa nér som pa en proportionalitets-

konstant, ljuds gnal ens totala energi r&spektlve medel effekt. Om avstandsmattet d, mellan tvasignaler &r litet,
sdinnebar detta alltsa att de energimassigt ligger naravarandra.

Men det finns fleraanledningar till det speciellavalet av felmatt. En har att gora med ett néra slaktskap med
minstakvadratmetoden. Om detta handlar nésta avsnitt.

1.3 Om ortogonalitet. Parsevalsrelation.

Partialsummor till en funktions fourierserie ger ofta kusligt bra approximationer till funktionen. Detta kan i
pasétt och visforklaras av att fourierutvecklingen i viss mening &r optimal. Informellt kan man forsta hur
detta hanger ihop via den geometriska analogi som ligger till grund for det generella approximations-
forfarande som gar under namnet ” minstakvadratmetoden”.

Antaatt uq, u, och v ar tre vektorer i rummet sidana att u; och u,
spanner upp ett plan V. Om v ligger i detta plan, sa kan v skrivas som

/ en linjar kombination av u; och u,
‘22 y V=_CiU1 + CoU>
- V;’/ Vektorernauy och up kan ses som en bas for ett koordinatsystem i
> ©" planet VV och koefficienternac; och ¢, som koordinaterna for vektorn v

i den basen. Dessa ar sarskilt |atta att berékna om vektorerna u, och u, ar vinkelrdta mot varandra, dvs da
den skaléra produkten uy - u, = 0. Man har namligen da att

U1 - V=Cpup U + CoUp U = C1|uy|?,
varav ¢ = (ug - v)/|uq|2 och pasammasitt ¢, = (uy - v)/|uy|? (1.13)

7 Sekurshoken i ljud- och vibrationslara (Bodén, Carllson, Glav, Wallin och Abom), kap 1.3 - 4, 4.2.2 och 4.2.6.
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Om vinteligger i planet V safinnsingen mojlighet att uttryckav med hjélp av u; och u, somi (1.12).
Déaremot finnsdet i planet V en vektor vp som ligger narmast v, ndmligen den for vilken v — v &r vinkelrét
mot planet, och alltsa ocksamot u; och u,. Dettainnebdr att om vg = ciUy + Coup, SAmaste

(V=Vp)- Uk =(V=CUy; —Cpup)- ux =0,k=1, 2.
Detta ger igen sambanden (1.13) och man kan sammanfatta:

Den vektor i planet som ligger ndrmast v ges av
Vo=CyUj + CpUy, dirg = lf'ul\; =12 (1.14)
|

och "felet” man gor da man approximerar v» Vg ges av |v — vp|. Enligt Pythagoras' sats (se fig) blir
detta:

[V=vo|2=|V2—|vo|2 = |V|2—]|c1|qu1|2—|co| 4 ug| 2.
Man ser ocks4 att

V23 |c1|2ua|? + |zl 2| uzl?. (1.15)
Om speciellt vligger i planet V, sakommer vo = v och felet vara= 0, d.v.s likhet géller
IVIZ=[c1|2ua|? + || 2 uz|? (1.16)

Forfarandet kan utan vidare generaliserastill vektorer i R och till flera "basvektorer” uy &n tvaoch dven
till vektorer i C" med komplexa koordinater, dettaom man definierar skaldrprodukt av tva sddana vektorer
med koordinater

X = (X1, X2, .- %) 0chy = (y1,¥2, ... Yn)

n
enligt XY= & X% Yk- (Obs konjugeringen!)
k=1

Normen (Iangden), |x |, av en vektor definieras daav

n n
IX]2=x-x = & % %= & [%|2
k=1 k=1
Anmérkningsvért nog kan allt detta generaliseras ytterligare till att handla om funktioner i stéllet for vektorer!
Detta om man definierar ” skal arprodukt mellan tva funktioner” x(t) och y(t) som

C
(x(), y(t)) = § x(t) y(t) dt, dér b <t <c & ett passande intervall 8 (1.17)
b

och i analogi dérmed ”normen av x(t)”, ||x®)||, enligt
Cc

Q
IX®IZ = (1), x®) = § [X(V)]2dt (1.18)
b
som da alltsd motsvarar det geometriska langdbegreppet och som vi ser & dettajust energiintegraeni (1.11).

Man far en koppling mellan detta och fourierserieutveckling av L-periodiska funktioner om man definierar
skalarprodukten och norm somi (1.17) och (1.18) med ett integrationsintervall av 1angd L:

(x(), ¥(1)) = é_ X y(® dt och [IX)12=9 [x(t)2dt (119)

Q
Q
9

8  Beteckningen (x(t), y(t)) for skal&rprodukten av tva funktioner &r ratt vedertagen. Observera att beteckningen x(t)-y(t) inte
&r 1amplig eftersom den ju allmant anvands nar man multiplicerar tva funktioner ” som vanligt”.
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¥ .
Syntesekvationen Xt) = & c,eWnt w=2piL
n=—¥

uttrycker att "alla’ L-periodiska funktioner exakt kan skrivas som en linj& kombination av " basfunktioner-
na”

Un()=eiwnt n=0,+1, +2, ...
med c,,n=0, 1, £2, ..., som motsvarande koordinater.

Eller annorlunda uttryckt: ”Vektorn” x(t) ligger i det rum” som ”vektorerna’ eiwnt n=0,+1, ..., span-
ner upp.

For dessa basfunktioner géller nu att deras parvisa skaléra produkter &r = O:

Lj2 L/2
Q . : Q ) .
(Um(®), un(t)) = 8 eiwnt . g—iwnt gt = 8 eiwm-n)tdi=éomm?* nli=
-L/2 -L/2
_ geiwm-n)g L2 eilwm-n)/2 _g-Lw(m-n)/2 . _.sinp(m=n) _
= Bw(m-nH_ ," iw(m—n) =ew=2pU=2"m_p -0

eftersom sinpk = 0 for varje heltal k. Basfunktionerna &r alltsa parvis vinkelréata.
For normerna géller

LJ2 LJ2
Q - 0

||un(t)||2: 8 eiwnt . g—iwnt gt = 8 dt = L,
-L/2 -L/2

d.v.s. basfunktionernas normer (basvektorernas langder) &r alla= /L.
Detta betyder att koefficienternac,, i syntesekvationen bor kunna berdknas enligt principen (1.13) ovan

LJ2
x@®,u(®)) 1 Q .
=7 " == 0 Xt.e—IWI’]t dt
o2 “L 8
—1/2
vilket inte & ndgot annat an just anaysekvationen.
Vidare: Partialsummornatill fourierserien,
M .
dvs. xv ()= & c,eiwnt

n=M
kan uppfattas som den basta approximation till x(t) som man kan fa genom att linjarkombinerade 2M + 1
funktionernaewWnt n=0, + 1, ..., +M, pad samma St som vy approximerar v ovan. Felet vid approxi-
mationen méts da med normen
[IX(®) —xm (@)1l
Tanker man pa x(t) som en signal, sa & normkvadraten som vi sett ovan ett métt pa energin/period i

signalen. For signalen x,y kommer alltsd bortfallet, i forhdllandetill signalen x(t), energiméssigt att vara sa
litet som magjligt jamfért med andra approximationer som & linjara kombinationer av de 2M + 1

funktionernae2Pint/L n=0,+1, ..., +M.
Sambandet (1.14) ovan (" Pythagoras sats’) kommer i fourierseriesammanhang att fa utseendet
L/2
Q . .
8 IX®12dt=xON°= & Icl?llun®lZ=L & [cnl?. (1.20)
n=—¥ n=—¥
-1/2

Likheten kallas Parsevals relation. En energimassig tolkning av den &r att:

11



Totala energin/period hos en signal = summan av del svangningarnas totala energi/period.

For fouriertransformen och mera godtyckliga komplexvarda funktioner x(t), definierade pahelareellaaxeln,
kan man visa att motsvarande sakférhallanden géller. Om den skal&rprodukt och norm definieras av

¥ ¥
(V). y(0) =§ x®) YO dt och [IX(t)[|2 :§ IX(®)|2dt (konvergens forutsatt),
¥ ¥

sa kommer

1

IX(®2 dt = [Ix(t)]|2 = le- IXIIZ =55 8 IX(W)I dw. (1.21)

k ooo k
k coo .k

Vanstra ledet & da signalens totala energi medan hogra ledet & ”summan” av energierna hos delsvang-
ningarna. Man tolkar da le |X(W)|2 dw som energin hos svangningarna med vinkelfrekvenser i det

"infinitesmala” intervallet mellan w ochw + dw. Motiveringen till faktornzlIO & mera djupsinnig, sa den
vantar vi med.

Den matematiska substansen i Parsevals relation ar betydande, vilket ndgot litet framgar av nasta exempe.

Exempel 1.1
Enligt 6vning 1.2b har vi for den 2p-periodiska funktionenx(t) somi intervalet p <t £ p & =p —|t|:
_P +269 +£ —7pit + 1 —Spit + 1 —3pit + e—Pit + gpit + 1 3pit + 1 5pit + 9
X(t) 5 p% 72e 52e 32e e e 32e 52e s
Parsevalsrelation (1.20) ger da att
2 ¥ 4 9 p3 . 8. ¥ 1
2= 2 + A e — T:p— + = 2. 3 [
6 5 3
der IOlI2=§ (p-Ith2ct =28 (p—12 ck="2F"
-p 0
2p3_p3 .8, ¥ 1 1 .1 1 p?
N =5t 204 - dvslt S+ T+ + =0k,
varav 3 > *p 2 n20(2n+1)4, dvs 1 3 54 74 %
Ett resultat som knappast framstar som sjavklart! u
Exempel 1.2
N rect)
Fouriertransformen for den s kall ade rektangelfunktionen S
" i1, da-1/2<t£ 172, ; ;
rec()—%o, for ovrigat, ~1/2 oy

12



snw /2
iz ¥ V2 o <o
Q ; Q - ewiz — gdw sSnwi
= t = . t = : =
X(w) = Q rect() e?Widt = 9 leiWidt - et
Y 12
dettadaw?! 0. Och for w= 0 far man direkt att X(0) = 1.
Parsevalsrelation (1.21) utsiger da att
¥ , ¥ ¥ 1/2
Q sin2w/2 Q Q Q
_ = 2 = 2 = 2 =
8 w24 aw 8|X(w)| dw=2p 8|rect(t)| dt 2p8 1< dt = 2p,
¥ ¥ -¥ -1/2

vilket inte heller & nagot paannat sétt |&ttfunnet resultat. (Integranden i den vanstraintegeralen saknar namli-
gen elementér primitiv funkion, sa dess véarde kan inte bestdmmas med den vanliga rutinmetoden.) L

Ovningar:
. . . £ 1
1.10 a. Bestdm med hjép av Parsevalsrelation och resultatet av uppgift 1.4avérdet av summan A 2
n=1
. N <1
b. Anvand pa samma séit resultatet fran uppgift 1.6.afor att summera a vt
n=1
y , 3y . snw/2 . .
1.11 a. Anvand syntesekvationen for fourierintegralerna och det faktum att w2 & fouriertransformen
¥
) ) ) Q sinw/2
av rect(t) for att beréknavéardet av 8 W2 dw.
_ ¥
b. Funktionen som &r = Snpa ,foral Ooch=1daa =0, brukar kallas "sinus cardinalis’ eller

pa

¥
. . ) Q . L ) . .
kortare sinc a. Vilket varde har 8 sinca da ?Vilkaar nollstéllenatill sinc a? Skissera kurvan.

Vi

. eat dat3 0, 10 dat>0,
LizLaa>00chxO=1, gsi<o YU= let date o

Bestdm funktionernas fouriertransformer. Anvand sedan Parsevals rdlation for att bestamma vérdet av

samt z(t) = e-2ltl.

¥
: Q 1
lntegralen 8 (aTV\/Z)ZdW
v
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1.4 Orientering om linjaratidsinvarianta system och fouriertransformer

Det man vill studerai tekniska och fysikaliska sammanhang &r ofta ett slags " processer” som férvandlar
tidsberoende fysikaliska storheter, ”insignalerna’, till andra tidsberoende fysikaliska storheter, " utsignaler-
na’. En radioapparat tar in elektromagnetiska vagor och skickra ut ljudvagor, en pendel paverkas av en
kanske tidsberoende kraft (insignalen) och svarar med att svanga pa ett visst sétt (utsignalen), Temperatureni
en ugn varieras paett visst séitt (insignalen) och steken ”svarar” med att fa en viss tidsberoende temperatur-
fordelning inom sig (utsignalen). Exemplen kan med |&tthet mangfaldigas.®

Schemati skt kan man teckna detta

X(t) —pp L —p X (1)

dar x(t) far stafor insignalen, L for sjalva " processorn” — eller systemet som man hellre séger — och x (1)
for utsignalen.

En modell for en enkel pendel som paverkas av en yttre kraft f som
markerad i figuren. Sambandet mellan pendelrérelsen x(t) (insignalen)
och kraften f(t) ges enligt Newtons kraftlagar av differential ekvationen:

mix () + mg sin x(t) = f(0).

Observera att systemet matemati skt sett forvandlar funktioner till funktioner.
Inom matematiken kallar man garna sidana processer for operatorer. Opera-
torn det handlar om i pendelexemplet & den som forvandlar x(t) till rakneut- o .
trycket i ekvationens vansterled. Accelerationen = IX

X(t) —p» L —pp miX”" +mgsinx

En mycket viktig klass av av sidana processer & de sakaladelinjara, tidsinvarianta systemen (LTI-
systemen).10 S3dana karakteriseras av

1°  (Linjaritet)

Om eninsignal z(t) & en linjar kombination av tvainsignaler x(t) och y(t),

z(t) = ax(t) + by(t), a och b konstanter,
SA &r utsignalen z, () sasmmallinjara kombination av x(t) och yy (t):
z(t) = ax (1) + byit)

2°  (Tidsinvarians)

Om insignalen forskjutsi tiden, dvs. om x(t) ersitts med x(t —a), dér a &r en reell konstant,! sa kom-

mer ocksa utsignalen att forskjutas likamycket i tiden:

y( =xt-a)p w()=x(t-a)

och ett tredje villkor, ett Sags kontinuitetsvillkor, vars matematiska formulering vi inte gar in pa héar, men som
intuitivt innebér att ”sma’ forandringar i insignalen bara foranleder "sm&’ forandringar i utsignalen.

Systemet i pendelexemplet ovan & inte av LTI-typ eftersom sinusfunktionen inte & linjar. Men for sma ut-
dagsvinklar har man att sin x » x. Med den approximationen far man systemet

9 Se ocksd kursboken i ljud- och vibrationslara, exempel 3-6 dar insignalerna & de krafter som exciterar en bil. Dessa
fororsakar vibrationshastigheterna pa olika stallen i bilen — utsignalerna.

10 seocks& §3.3i laroboken i ljud- och vibrationslara.
11 x(t-—a) & sammasignal som x(t) fast avsind a tidsenheter senare (oma > 0).
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X(t) —p L —p mix” + mgx

som &r av LTI-typ. (Kontrollera att villkoren 1° och 2° &r uppfylida.)

Kravet pa att processen skall varatidsinvariant & i mangafall mycket naturligt —en radiomottagare exempel-
visforvantas ju bete sig likadant igar som idag och imorgon. Likasa vill man kunna hantera steken i ugnen
pa samma sétt oavsett nér man vill lagatill den. Kravet palinjaritet torde vara svarare att tillgodose i prak-
tiken, men det & trots allt i mangafall uppfyllt med god approximation om man haller sig till signaler med
méttligt energiinnehall. En braforstarkare bor till exempel fungeralinjart, &minstone inom sitt arbetsomrade.

Anmarkningsvért & nu att det finns ett generellt sétt att i formler uttrycka hur LTI-system fungerar och att
det dessutom finns en ndra koppling mellan LTI-system och fouriertransformen:

Man kan visa att det till varje LTI-system finns en (eventuellt generaliserad)12 funktion h(t) av reell va
rigbel, A att

¥
X (t) = § h(t—t) x(t) dt (1.22)
Omvant & systemet -
¥
X() — h > § hit—1) x(t) ct (122)
Y

(med méttligaregularitetskrav pa h och x) ett LTI-system. (Kontrolleravillkoren 1° och 2°1)

Anmarkning: Integralen i (1.22) kan tolkas intuitivt som att man vid varje tidpunkt t ”linjérkombinerar” deodnd-
ligt manga funktionsvardenax(t ). Linjarkombinationens koefficienter beror av tident och gesav h(t —t).

Funktionen h karakteriserar altsa L TI-systemet fullstandigt och den kallas, av skal som vi kommer till
senare, systemets pulssvar. Rakneoperationen i hogerledet i (1.22) spelar gavfallet en viktig roll i
dessa sammanhang och man har gett ocksa den ett sarskilt namn. Man sager att

¥

§ h(t—t) x(t) dt &r faltningen!3 av funktionerna h(t) coh x(t)
—¥

¥
och skriver § h(t—t) x(t) dt = h(t) * x(t). (14 (1.23)
Allts _¥
X(t) —p» h - (D) * X() (1.23)
Faltningen visar sig hamanga intressanta egenskaper. En namner vi redan nu:
¥ ¥
gh(t—t)x(t)dt = c8')h(t)x(t—t)dt,
dvs. b h(t) * x(t) = xg; * h(t). (1.24)

(Kontrollera att detta &r riktigt — betraktat som en konstant och substituerat mot t—t i en av intergralerna.)

12
13
14

Vad detta & kommer vi till i kapitel 4 i arbetsmaterial 3.
Engelska och franska: convolution, tyska: Faltung.
| kursboken i ljud- och vibrationd&ra skrivs x(t) o y(t).
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. Om man som insignal till ett LTI-system tar en harmonisk svangning x(t) = €Wt s f& man som

utsignal
¥ ¥
h(t) * @Wt= eWt h(t) :§ h(t) eéw(t—1) dt = § h(t) eWt ewt it
—¥ —¥
& 0
= gg) h(t) eiwt dt: ewt = H(w) - dwt,
By 7]

dar H(w) tydligen &r fouriertransformen av pulssvaret h(t):

gwt —.} h — P H(w)-elwt (1.25)

Utsignalen av en harmonisk funktion av viss frekvens &r alltsa en harmonisk funktion med samma
frekvens,

De harmoniska funktionerna Wt & egenfunktioner till alla(!) LTI-system.
Motsvarande egenvérde ges av fouriertransformen for systemets pulssvar.

Funktionen H(w) brukar kallas systemets dverforingsfunktion.

L&t nux(t) varaen "godtycklig” insignal och y(t) dess utsignal. Enligt syntesekvationen (1.7) har vi,

¥
= Bi W t
X(t) §2p X(w) éW T dw.
Kombinerar man detta med linjariteten hos LT1-systemen, safar man
1 . 1 :
7 X(w)-eWt —pp h —p > X(w)-H(w)-elwt
och efter integration
¥ ¥
81 jwt g1 Wt gy =
X(t) = §2p X(w) €Wt dw —pp h —p §2p H(w) -X(w) eéWtdw = y(t).
¥ —¥

Men enligt syntesekvationen, som ju ocksa gédller for funktionen y(t), &

¥
Y = §on YOW) €W tlw,
¥

vilket innebér att Y(w) = H(w)-X(w). (1.26)
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Sammanfattningsvis:
Om

X(t) —pp h —p V(1)

sagdler for fouriertransformernatill de tre ingdende funktionerna x, h
ochy att

Y(w) = H(w)-X(w).

Detta mycket generella samband & utgangspunkten till en idé om hur man kan tareda pa hur ett forelagt
LTI-system fungerar. Dvs. man vill veta hur man till given insignal berdknar dess utsignal. Enligt (1.22) rac-
ker det da att bestamma systemets pulssvar.

Vi tanker oss att systemet levereras som en "svart |ada” vars innandome &r odtkomligt for oss. Det enda vi
kan géramed den & att skickain signaler och méta upp motsvarande utsignaler. Foljande checklista kan da
anvandas.

1°  Skickainen kéand insignal x(t) och mét upp utsignalen y(t).
2°  Berdknafouriertransformerna X(w) och Y(w) — analysekvationen (1.8) talar om hur detta gors.
3°  Bildakvoten H(w) = Y(w)/X(w) — detta ger fouriertransformen for det sokta pulssvaret.
4°  Ber&knapulssvaret h(t) — syntesekvationen (1.7) talar om hur detta gors.
5°  Med hjdp av pulssvaret kan man sedan forutsaga vilken utsignal u(t) som man far om en signal
Z(t) — vilken som helst! —skickasin i systemet,
¥
u(t) = h(t) » z(t) = § h(t—t) z(t) dt.
—¥
Obs dock att detta bara en skissartad beskrivning av ett ténkbart férfarande. En hel del berékningstekniska
komplikationer kan tillstéta. Exempelvis kan X(w) = 0 betydande delar av w-axeln och da kan divisionen un-

der punkt 3 inte utforas dar.

Om innehdllet i arbetsmaterialet for Gvrigt

| de foljande avsnitten tittar vi ndrmare pa det matemati ska hantverket som hor till de metoder som beskrivits
i den hér inledningen.

Kap 2 tar upp geometriska aspekter pasignalers grafer och infor ett par speciella funktioner med vars hjélp
man t.ex. enkelt kan "klippaav” signaer.

Kap 3 handlar om periodiska funktioners enklaste egenskaper och om begreppet ” periodisk fortséttning”.

| kap 4 (arbetsmaterial 3) infors de sa kallade generaliserade funktionerna. Det har namligen visat sig att de
"vanliga’ funktionernainte helt duger for att pa ett bra sétt beskriva alla tankbara signaler — dessa generali-
serade funktioner passar béttre.

Kap 5 (arbetsmateria 4) tar upp nagra viktiga summationsformler. Dessa utgor grunden i fouriermetoderna.
Kap 6 handlar om komplexafourierserier och fourierserietransformen.

Och dlutligen handlar

kap 7 (arbetsmaterial 5) om fouriertransformen och dess egenskaper.
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2. Geometriskt om grafer

En av den har kursens syften &r att ge de viktigaste matemati ska metoderna som man anvander for att be-
arbetasignaer av olika dag. Ofta ar det sd att den signal som man iakttar inte &r den egentliga, utan det man
"ser” ar nagon slags deformation, forvrangning eller stympning av den "riktiga’. Det & darfor viktigt att
paolika sitt kunna "manipulera’ grafiska bilder av signaler. Varje sddan mani pulation har en analytisk
(d.v.s. "formelmassig”) motsvarighet. Vi gar igenom nagra enkla men viktiga sadana fall. Signalen gav
tanker vi oss beskriven av en funktion x(t), dar t ofta har (men inte maste ha) dimensionen tid.1> Grafiskt

|&er vi x-axeln varavertika och t-axeln horisontell.

2.1 Tranglation i horisontell led, x(t—a)

Om x(t) forskjuts a enheter i t-axelriktningen, safar man grafen
for x(t — a).

2.2 Trandlation i vertikal led, x(t) + a

Om grafen for x(t) forskjuts a enheter i x-axelriktningen, safar
man grafen for x(t) + a.

2.3 Spegling i vertikala axeln, x(—t)

Om grafen for x(t) speglasi x-axeln, safar man grafen for x(—t).
Funktioner vars grafer vergdr i sig galvavid en sadan spegling
kallasjamna funktioner. Analytiskt:

X(t) jamn 0 x(t) = (). (2.1)
Exempel pdjémnafuktioner: 1, t2, t" d&r n ett jamnt heltal, cost,
sint

sin?, |t| och 5

X(t) X(t—a)

AN

X(t) X(—1)
ANV AN
t —t t

15 | salva verket racker funktionsbegreppet, s& som det brukar definieras t.ex. i 1l:ans grundkurser, inte riktigt for

signalteorins behov, men det problemet tar vi upp forst senare.
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2.4 Spegling i horisontella axeln, —x(t)
Om grafen for x(t) speglasi t-axeln, sdfar man grafen for — x(t).

2.5 Vridning ett halvt varv kring origo, — X(—t)

Om grafen for x(t) vrids ett halvt varv kring punkten (0,0) i tx-
planet, sAfar man grafen for —x(—t).

Funktioner vars grafer dvergdr i sig savavid en sddan vridning
kallasudda funktioner. Analytiskt:

X(t) uddaU —x(t) = x(—t). (2.2)
Exempel pa& udda fuktioner: t, t3, t" dar n ett udda heltal,

sint,tmt,signtgaglzl%

2.6 Skalning i horisontell led, x(at)

Om grafen for x(t) trycks ihop (resp. t6js) sa att avstandentill x-
axeln blir%1 ggr mindre (a>1) resp. storre (0<a<1), sa far
man grafen for x(at),

2.7 Skalning i vertikal led, a-x(t)

Om grafen for x(t) t6js (resp. trycks ihop) sa att avstanden till t-
axeln blir a ggr storre (a>1) resp. mindre (O<a<1), sa far man
grafen for a - x(t).

2.8 Areabevarande skalning, a:x(at)

Grafen for a-x(at), a> 1, erhdlls genom att grafen for x(t) trycks
ihopi t-led och t6jsi x-led. " Areorna’ mellan graferna och t-axeln

& dadensammai badafallen, ty
¥

Q ] .
8 ax(at) dt = ésubst at® tu=Q X(t) dt.

k ooo k

-y

(Detsammagdler om0 < a< 1, mendaér det fraga om tojning i t-

led och hoptryckning x-led.)
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2.9 Trunkering16. Rektangelfunktioner

() | |
Om en signal iakttas under ett kortare tidsintervall &n sin totala © | |
varaktighet, sAhar man att goéra med en trunkerad signal. | figuren I |
hér bredvid har man " skurit ut” den del (fet linje) av signalgrafen

X(t) (tunnlinje) som ligger i intervalleta £ t £ b och "glomt” den | I
del som ligger utanfér intervallet. Analytiskt kan man beskrivadetta |

genom att inféra den "trunkerade” funktionen: |

I

_iX(1), dda<t<b, . N/ — >
X0 =1 dat>belert<a | Ve ot

Oftavill man dock salangt mgjligt undvika att anvanda klammersymbolen. Man kan fa en mera koncis be-

skrivning av den trunkerade funktionen genom att till menageriet av standardformler foga s.k. rektangel funk-
tioner:

. \ rect a b](t)
i 1, daa<t<b, 1 4
Omac<hb rectan (O =14 4

|

: —_—
a b t

Den trunkerade funktionen ges dd av
xr(t) = X(0) - reClap (1).

Rektangel funktionerna hor till de strackvis konstanta funktionerna och & nara slakt med tva andra sddana
funktioner, som ocksa fatt ndgot s nér vedertagna namn:

\
1 p——
Sgnumfunktionen: sign(t)
o (4 _i 1, dao<t, 23 T
SN0 =14 dat<o. (23)
-1
(Skrivningen sgn (t) anvands ocksa.)
\ u()
Enhetsspranget, ("the unit-step-function”, Heavisides funktionl8) 1
i 1, dao<t,
O =10 dat<o 24 >
Man har att
sign (9 = 2u(t) —1,u() = 3D+ L
ochoma<b rectia by () = u(t—a)—u(t—b) = u(t—a)-u(b -t). (Kontrollera dettal)

16 Ordet betyder "avhuggning” och kommer ursprungligen frén det |atinska verbet fér ”hugga av”, trunco. P& engelska heter
det truncation.

17 Den nogranne undrar kanske vad som hander med x:s varden for t = aoch b. Det problemet (som egentligen inte & nagot
problem) kommenteras narmare langre fram.

18  Efter Oliver Heaviside, brittisk fysiker och ingenjér, 1850 — 1925. Inférde funktionen ifréga vid sina kalkyler inom
elléran. Beteckningen for den &r tyvér inte standardiserad (8n?). | amerikansk litteratur skrivs som ovan ofta u. En annan
vanlig beteckning & H, medan uppslagsverket b anvander sig av g!
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Vi anvander ocksa beteckningen \ rect (f)
rect(t) 1 —t—
for rec_1/2,1/2) (t), d.v.s. for rektangelfunktionen som ar = 1i ett intervall ' '
av langd 1, symmetrlskt belaget kring origo. Funktionen i fraga &r jamn. 1'/2 1'/ > >
- t
I1 om|t|<1/2, 5 A rect (t/p)
et =16 om|t[> 172 (2:5) L—
' —
—p/2 p/2 t

Ovningar:
2.1 Skisserai ssmmadiagram grafernatill:

a sint, sin2t och sin%,

b. sint, 2sntoch %sint.

22 a  Skissragrafentill
fl1-|t—1], dAOEtE2,
X *
0= 10, dat>2elert<0 )

och skissera sedan graferna for

b y(t) = X(-1), c. y=-x®, d yO)=-x-1,

e (B =x2), f. oyt =x(t2), g Y()=xt+1),

h.  y(t) =10 x(10%), i.  y(t) = (x(t))100

J- Ge en "formelbeskrivning” i sammastil som (*) for funktionen y(t) = x(2t).
23 a Veifieraat y(t) = x(t) + x(—t) & en jamn och att z(t) = x(t) — x(-t) & en udda funktion.

b.  Eftersom x(t) = X +2X(_ X0 —2x(— 0 , s kan tydligen varje funktion skrivas som en

Hsumma av en jamn och en udda funktion. Visa att det bara finns en sadan omskrivning, d.v.s.
om
X(t) = X (1) + x,(t), dar x; & jamn och x, udda, (**)
saar
X(t x t X(t) —X(—t
= 20D oy = MO

Ledning Kombineralikheten (**) med den man fér dat byts mot —t.
Funktionernax; och x, i uppgift 2.3b. brukar kallas den jamna respektive udda delenav funktionen x.

De betecknas ibland Ev{ x(t)} respektive Od{ x(t)} .
2.4 Vilkaér dejdmnarespektive udda delarnatill

; 1
t t
a el b. e C.  {_t
2.5 Veifieraat
Bt—a—bo
a  rectp_ o 12(t) = rect(t/lL), b.  recta, b (t) = rect 26-2) §
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3. Om periodiska funktioner och periodisk fortsattning

Man séger att en funktion x(t) & periodisk med periodlangd L (eller kortare L-periodisk) om
L >0ochx(t+ L) =x(t) for dlat.

Grafernafor sadana funktioner karakteriseras tydligen (jamfor §2.1 ovan) av att de 6vergdr i sig sévadade
forskjutsL, 2L, 3L, ... langdenheter i & vanster eller hoger.

X(t)
alaelaai®
[l [l | \‘
t—L t t +L

Vakanda exempel pa periodiska funktioner &r de trigonometriska funktionerna cos t och sin t (2p-
periodiska), samt tan x och cot x (p-periodiska). Mera udda exempel utgor konstanterna, x(t) = C, som
tydligen & L-periodiskafor vilket L som helst.

Om en funktion &r L-periodisk sa & den automatiskt ocksa 2L-periodisk, 3L-periodisk, 4L-periodisk 0.s.v. —
exempelvis & tan t ocksa 2p-periodisk. Bortsett fran de konstanta funktionerna, sa kan man visa att det i ala
i praktiken intressanta fall altid finns en minsta positiv period till varje periodisk funktion.l® Den
periodlangden kallas fundamental perioden. For de trigonometriska funktionerna i det foregaende stycket
angavs just deras fundamental perioder. Konstanterna har ingen fundamental period.

Ovningar:

3.1 Bestdm fundamentalperiodernatill
a costsint, b. |cost], c. tanpt.

3.2 Vefieraat x(t) =t — &0, dar o= stoérsta heltaet £ t, & periodisk och ange dess fundamental period.

Om man fran grafen till en L-periodisk funktion ersétter allt som ligger utanfor ett t-intervall med langden L,
tex. intervalet -L/2<t £ L/2, med motsvarande del av t-axeln sd kan man séga att man har " skurit ut” en
period av grafen,

x ()

{ {
-L/2 L/2

Analytiskt kan man beskriva denna” stympning” med, att man bildar funktionen
_iX(t), om—L/2<tE£ L2

t)'%o, for aladvrigat. lv):x(t)-rect(t/L).

19 Mera precist galler: Om en icke-konstant funktion x(t) & periodisk och kontinuerlig i &minstone en punkt s har
funktionen en minsta positiv period som alla andra & heltalsmultipler av. Beviset for detta & inte alldeles enkelt och
utel@mnas.
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Man sdger att x(t) & den L-periodiska fortsattningen till x|_(t) Funktlonen X(t) kan aterskapas fran x_ (t)
genom att man adderar funktionernax_ (t—nL),n=0, £1, +2, .

x(t) = é % (t—nL). (3.1)
n=—¥

Lagg marke till att en funktion x(t) som ar definierad av ett samband av typen (3.1) altid & L-periodisk —
och detta alldeles oavsett vilken funktion x_ man utgar ifran — bara den oandliga serien konvergerar.

Meragenerdlt har man kommit 6verens om:

Definition: (Periodisk fortsattning av funktion)

¥
Funktionen X(t) = a y(t—nL)
n=—¥
ségs vara den L-periodiska fortsattningen av funktionen y(t) — forutsatt att serien & konvergent.

y(t+2L) (®) y(t—2L)

y(t +3L) y(t+1L) y(t—L) y(t—3L)

x(t)

______ -3L -2 -L L 2L 3L ...
Exempel 3.1
Grafen av funktionen A
T1—|t], da|t|£1, !
W=, aafe>1, y(®

har skissatsi figuren hér bredvid.

De L-periodiska fortséttningarnatill dennafor L =3, 2, 3/2, och
1 har dafdljande grafer: (Kontrollera detta som en Gvning!)

3-periodisk fortsittning A
\ /\ /\ /\>
1 1 2 3 4 5 6
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1-periodisk fortsdttning A

Ovningar:

3.3 Skriv upp analytiska uttryck for de 3-, 2- och 1,5-periodiska fortsdttningarna i exemplet ovan.
V] att goradettai intervall symmetriska kring origo och med respektive fundamental periods langd.

3.4 Skisseraden 3-periodiska fortsattningen till
i 1-12, da|t|£ 1,
x®) =1 [t]-1,dal<|t] £2,
0, da|t]| > 2.

3.5 Vilken & den 1-periodiska fortsattningen av
X(t) = 121, dat >0,

10, dat£0,
i fundamentaintervallet0<t £ 1?
Ledning 1 +k+ k2 + ... +kN+ ... =1/(1—k) om | k| < 1.
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Svar till 6vningarna:

2 .
12 b xt)= e (2k+1t.
¥ P+ 1)2

1.3 b Anzanochjn—.

_1\n+1
14 a cn:(l) ,dant 0,cp=0.

2in|
—1)n+l
b. a,= On30bn—(12] ,n3 1.
¥ 12
15 x()= a cnePintochg,= 8 x(t) e-2pint
n=—% —1/2

16 a c¢c,= (2) ,dant 0,c=0.

b. an = (n) ,a0=by,=0,n3 1L

sinw/2 _
1.7 W2 ,omw?! 0, 1omw=0.
1
b. 1+iw
1
C 1w
d. 1_'_22 . . (Observera att funktionen i uppgift d & summan av dem i uppgifternab och c.)
18 dm_z—wé » 2.4056,dy = > Y 2" » 0.4313
1.9 \/2,4/2/3 och 2/2/(3\/5) respektive 1,/1/3 och 2/(3/5).
p?
1.10 a 6
b, B
1.11 a 2p.
b. Integralens varde = 1, nollstéllena & heltal punkternautoma = 0.
1 T T T T
. 05
<
w0k
_05 | | | | | | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
112 X(W) = - = Y(W) = - T Z(w) = X(W) + Y(W) = 22 Integralensvérde: 2.
12 XW) = gy + YOO = 3 Jy Z00) = XW) + (W) = 577 nteg i
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sint/2 sin 2t
b.
Ax
2k
. 2s8nt
1k sint
/—\ /—\
I A B
-2p 1/2sint  p 2p t
- -1
- 2
22 a-—d.
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a,e—g. a, h.

A x
10
A X
X(t +1) ! X(2t) x(t) X(t/2)
10x(101)
g
-1 1 2 3 4
a,i
A X
.| X(t)
X(t)
1.
/\ t
-1 1 2 3 4 r vio 1 i’
(x(t))10
23 b, X)) =x() +x, ) P x(=) =x(-) + X,(-1) = Xx(t) — x,(t). Summation och subtraktion av dessa
likheter ger X(t) + X(=t) = 2x(t) och x(t) —x(-t) = 2x(1).
. . 1 t
24 a  coshtochsinht, b. costochi-gint, C. 1_g OChm :
25 a  Obs. att man far grafen for rectp om man tojer (drar ihop) grafen for rect; med en faktor P.
b.  Obs. att man fér grafen for rect;, p; om man forskjuter rectp dér P = b —a med (a + b)/2 &
hoger (om dettata > 0, annars & vanster).
31 a p, b. p, C. 1.
3.2 Fundamental perioden &r =1.
3.3 3-periodiskafortsattningen:

-t datl£ 1, )
y3(t) - %0, dél £ |t| £ 1,5, y3(t) - y3(t_ 3)

2-periodiska fortséttningen:

y2(t) = 1—[t], daft] £ 1,ya(t) = yo(t-2).

1,5-periodiska fortsattningen:

"1t dalt] £05, i
¥a2) =105 daos5e Jt|g 075, YLSW =Yislt=19).
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34

X

1 A
:» ; :- : A : iw -
-5 -4 3 =2 - | 1 2 3 4 5 6 t

35 x(f)=2-(t-1),da0<t£ 1.

28



