Institutionen for matematik, KTH 050210
Arbetsmateria 3 fér 5B1207/VTO5/E.P.

4. Om matematisk beskrivning av signaler

4.1. Informell inledning. d-funktioner och generaliserade funktioner

En”signal” &r for oss ett samlingsnamn pa ndgon métbar storhet som beror pa en reell variabel (ofta
med tidsdimension).

Exempelvis.

[1] et varierande lufttryck vid nagon punkt i rummet (ljudsignal),
[2] et varierande stromstyrka (eller spanning) i en elektrisk ledning (telefonsignal),
[3] et varierande e ektromagnetiskt falt i en viss punkt i rummet (radiosignal, ljussignal),

| dessafall har man vid varje tidpunkt t en signalstyrka x och det & naturligt att frsoka beskriva signa-
len med en funktion x(t) av den reellavariabeln t. Sadana signaler brukar kallas tidskontinuerliga.

[4] enfoljdav ta ler tecken (fran ndgot alfabet) som kommer med ett visst antal per sekund
(digital signal).

Signaler av det senare slaget brukar kallas tidsdiskreta. Eftersom ett antal tecken alltid kan ”kodas’
med tal sa kan en s&dan signal alltid beskrlvas matematiskt som en talfdljd. Om de olika tecknen in-
kommer vid ti dpunkternao T, 2T, . , kan man skrivat.ex x(0), x(T), x(2t), ... , x(nT), ..., for
den talféljden. Om’ steglangden T ar kand dller ointressant kan man man lika garna beteckna x(nT)
med X, ller, som det & kutym i signalteoretiska skrifter, med x[n]. Klammerparentesen skall paminna
om &t n & en heltalsvariabel i motsatstill den reella variabelnt i x(t).
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Tidskontinuerlig reell signal Tidsdiskret reell signal

Intensitetsvariabelnx uppfattar man kanske géarna ocksa som en reell variabel, men det har visat sig
lampligt att i allménhet |ata den vara en komplex storhet: En ideal véxelstrom beskrivs exempelvis
egentligen av en funktion av av typen x(t) = Acos (wt—j ), dar w/2p & frekvensen,j fasvinkeln och

p A amplituden, men man foredrar att uppfattasignalen
A som en linj&r kombination av komplexa
exponential funktioner:

w_mﬁl

Enviktig anlednlng till det speciellaintresset for just
P zp/w——l\‘ de komplexa exponentialfunktionerna a denroll de
spelar som egenfunktioner till LTI-system (se (1.21)
I avsnitt 1.4) och att (oandliga) linjarkombinationer
av dem kan framstdlla vilka som helst signaler
(syntesekvationen (1.5) for fourierintegraler).
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Som ett forsta forsok till en generell matematisk modell for signaler skulle man kunna ta:
[a] Entidskontinuerlig signal motsvaras altid av ndgon komplexvérd funktion x(t) av en reell

variabe t.
[b] Entidsdiskret signal motsvaras altid av nagon foljd av komplexatal, x{n], n heltdl.

Det har dock visat sg att [a]-delen &r alltfor inskrankande for att técka behoven — somliga signaler har
just ingen varaktighet utan kommer som en "impuls’ pa "nolltid”. En sddan signal later sig inte
beskrivas av nagon funktion, i varje fall inte som begreppet "funktion” definierats i den "klassiska’
analysen. Innan vi modifierar [a] pa ett passande satt maste vi darfor diskutera dennatyp av signaler
litet nérmare.

Med impulsen hos en tidskontinuerlig signal x(t) av typen [a] under tidsintervallet a £ t £ b menar man
vardet av integralen

x(t)dt el (4.1)

S ele)oNoy

Om x(t) = 0 utanfor intervalet a £ t £ b SA&r vardet av integralen (4.1) dess totala impuls.

\ x(t) A x(t \ x()
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Signalernax(t) med grafer somii figurerna.ovan har allasammatotalaimpuls 1, men olika
varaktighet (2, 1 resp 2/3 tidsenheter). Med signalens varaktighet menas dalangden av det
kortaste intervall utanfér vilket den & = 0.

For att smidigt kunna hantera signaler med mycket kort varaktighet, men med total impuls* O har man
inom matematiken skapat dartill speciellt anpassade begrepp —de sa kallade generaliserade funktioner-
na eller distributionerna. En strikt matematisk definition av dessa skulle fora oss for langt bort fran
den har kursens 6nskade innehall, sAvi nojer oss med en meraintuitiv beskrivning av dem.

En signal som kommer vid tiden t = 0 med total A \
impuls 1 och varaktighet 0 motsvaras av den sa » d(t)
kallade deltafunktionen d(t).

Approximativt svarar signalen mot en puls som A ()
den i den vanstra figuren hér bredvid och d- j 1
funktionen géalv kan garnallustreras grafiskt som
i den hogra figuren med en uppatriktad pil utga-
ende fran origo med langd 1.

area=1

\
y

1 Ordet "impuls’ far inte altid tas bokstavligt i fysikalisk mening (ndgot med dimensionen kraft ~ tid) — for t.ex.
en elektrisk signal, dar x betecknar stromstyrkan, sa kommer "impulsen” att vara den laddningsmangd som

passerat under tidsintervallet.
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Pa motsvarande sétt kommer en impuls av stor-
A » 1 d(t - a) A leken |, som kommer vid tidpunkten a att mot-
d(t-2) svaras av den generaliserade funktionen

| -d(t—a)

Vi kallar dessa signaltyper deltapulser2. Punk-
ten a kallas pulsens singularitet. Man 6verens-
a t a t kommer vidareatt d(t—a) =0dat? a och sak-
nar vardedat = a.

area =1

v
V

Observera att d-pulserna inte & nagra funktioner i "vanlig” mening! For en "vanlig” funktion x(t)

¥ ¥
som & = 0 d&t? 0, Skar § x(t) dit = 0, medan det for d-pulsen forvantas gala att § x(t) dt = 1.
¥ -¥
d-pulsen &r alltsd en "nytt” sorts begrepp — en generaliserad funktion.
Litet darvigt (men tréffande) kan man saga att
[a] tidskontinuerliga signaler ar, matematiskt sett, uppbyggda av summor av funktioner av en
variabel och deltapulser samt deras derivator3.
Ovning 4.1:
Latx(t) =sin pt,da—1 £ t £ 1 och = 0 for Gvrigat-varden. Ritagrafernafor
2
a xt+1)+dt-2), b. xt-21)—d(t+2), c. & kd(t-—k+1/4).

k=-2

Innan vi gér vidare med signalteorin maste vi titta litet ndrmare pa

4.2 Egenskaper hos gener aliserade funktioner och hur man raknar med dem?4
4.2.1. Integration av d-pulser

Deltapulserna kan integreras 6ver intervall dér andpunkternadr* den singuléra punkten:

Betraktat.ex. pulsend(t). Omb £ t £ c &r ett intervall som har den singuldrapunktent=0i sitt inre, sa
kommer de signaler xe(t) som approximerar d(t) och har tillréckligt kort varaktighet, ait vara® O barai

Cc Cc
. o é O a» o é

en del av dettaintervall. Eftersom man da har att 8 Xe(t) dt = 1, sa & ocksa 8 d(t)dt=1.
b b

C
Om aandra sidan punkten t=0 ligger utanfor intervallet, sd & xe(t) = 0i intervallet, dvs. § Xe(t) dt =0,

b
c

o é o I o
varfér ocksa 8 d(t) dt = 0. Pamotsvarande sétt far man att
b

2 De kallas ocksa Diracpulser (eller Diracfunktioner) efter den engelske fysikern och Nobel pristagaren Paul Dirac

(1902 — 1984).

Vi kommer till vad dessa & nedan (84.2.6).

4 Resonemangen i det har avsnittet & heuristiska. (Heuristik = Metod att upptécka eller bilda ny kunskap.) Négra
strikta bevis fér sambanden i detta avsnitt kan inte ges hér, eftersom vi inte har ndgon en formell definition av vad
" generdiserade funktioner” & for nagot att utgaifran.
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i1, omaér inre punkt i integrationsintervallet,
d (t—a) dt * ) - . (4.2)
0, om a & yttre punkt till integrationsintervallet.

S 0000

Ovning 4.2:
Berdknaintegralerna dver intervallet O £ t £ 3 for funktionernai uppgift 4.1.

4.2.2. Multiplikation med d-pul ser
Lat xg(t) vara en funktion som approximerar d(t — a) och som har en

)»d(t-—
\ %0 >d-a kort varaktighet e, d.v.s.
meast Xe(t) =0, d&|t—a|°® e/2 och
¢
Q
e > 8xe(t)dt:10mb£a—e/2,a+e/2£c.
t
b

a-e2 2 a+e?
Om nu y(t) & en funktion som & kontinuerligi x = a, sd & for smae, y(t) » y(a) da|t—a| £ e/2. Detta
innebar att y(t)-Xe(t) » Y(8)-%e(t) for alladessat och approximationen kan forvantas bli béttre och béttre

jumindreeér. Later mene® 0+ far man
YO-dt-a) = y@)-dt-a) (4.3)

\ ()
y(a) d(t—a)
Uttrycket y(a)-d(t — a) kan uppfattas som en mo- /
dell for en avldsning av y:svarde i t = a — man
samplar y vid "tidpunkten” a. dt—a)
C a r
Av (4.3) f& man ocks3 att § y(t)-d(t —a) dt =
b
C C
§ y(a)-d(t—a) dt =y(a) 0 d(t—a) dt, dvsenligt (4.2):
b b

iy(a), omb <a<cochy(t) & kontinuerligi t = a,
y(t) d(t—a) dt= # : - (4.4)
0, omaligger utanfor intervalletb £t £ c.

S 0000

Anmarkning: Forfarandet forutsatter att den funktion y(t) som man multiplicerar med & kontinuerlig i d-pulsens singu
laritet. Vi véljer att inte definiera multiplikation med andra funktionery an dessal Detta verkar kanske litet ofull-

sténdigt men &r egentligen inget konstlgt Jamfér med matrismultiplikationen som heller inte &r definierad mellan
godtyckliga matriser utan bara for sdana som har passande format.



Ovning 4.3

¥
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Verifieraatt for kontinuerliga funktioner y(t) géller Q y(a)-d(t —a) da = y(t).

k

(Relationen kan uttryckas: ”Varje (kontinuerlig) funktion & ’'summan’ av sina samplingar”.)

Och uttryckt med hjdp av faltning: y(t) * d(t) = y(t)

Den sstarelationen i 6vningen ovan utsager att d-funktionen, nér det gdler faltning, agerar analogt med
talet 1 vid multiplikation —nér man "multiplicerar” (Ias: faltar) med den sa "hénder ingenting”. Defi-

nitionernaav de generaliserade funktionerna och av faltningen kan goras sa att relationen
y() * d() = y(t)
gdler for ala generaliserade funktioner y(t) (altsa aven for dem som inte & kontinuerliga).

4.2.3 Linearitet vid integration

Integrationsreglernafor generaliserade funktioner & i mangt och mycket desamma som for de ”van-

ligd” envariabelfunktionerna. Man har exempelvis att

C C C
0 (kx() +1 () dt=k & x(t ct+ 1 8 y(o) ck
b b b

dar k och | & konstanter, ocksa galler for generaliserade funktioner x(t) och y(t).

Exempel 4.1:
Om x(t) = sin pt + 3 cos pt och y(t) = d(t + 1) — d(t), A&
3 3
0 x(t)-y() d= 8 ((sinpt+3cospt)d(t+1) - sin pt-+ 3 cos pt)d(y) dt = éEnligt @50
-2 -2
3 3
= § (snpt+3cospt)d(t+ 1) dt—§ (sinpt+ 3 cospt)d(t) dt = éenligt (4.4)u

_2 -2
=[(sinpt+ 3cospt)]t:_1—[(sin pt + 3cospt)]t:O: [0+ 3-(-1)] —[0 + 3-1] = 6.

Ovning 4.4.
0

L&t y(t) vara den generaliserade funktionen i évning 4.1c. Berékna § et -y(t) dt.
-2

Ocksa substitutionsregeln for integration géller oférandrad for linjara substitutioner (t = at + b).
Exempelvis har man for konstanter a > O:

* ¥
§d(at)1' (hdt=éat=t,ck=dt/a,t® +¥ b t ® i¥l]:%"§ d(t)j (t/a)dt = @_
~ —¥

(4.5)



4.2.4 d-funktionen och LTI-system

Hos LTI-systemen spelar d-funktionen ocksa en viktig roll: L&t h(t) varautsignalen till ett LTI-system
da d-funktionen valts som insignal (h kan lampligen kallas pul ssvaret):

di)y —pe L —p N(1).
Dakommer, pagrund av tidsivariansen
dit—t) —pm L —p h(t-1),
dar t & ett godtyckligt redllt tal. Multiplikation med x(t) ger, pagrund av linjariteten
xt)dt—t) —ppl L —p X(t)h(t-1),
Integreras (”Li njarkombineras’) detta med avseende pat, safar mar;
X(t) = § X(t)dt—t) dt —p L —p § X(t)h(t—t) dt = h(t) = x(t),

—¥ —¥
och vi far det som pastodsi (1.22") i det inledande avsnittet om LTI-system.

d-funktionen kan ocksa upptrada som pulssvarsfunktion till ett LTI-system:

xt) —p d () —p ()

Har ar y(t) = d(t) = x(t) = x(t), dvs. systemet &r det "triviala’ system dér utsignalen &r identisk med
insignalen.

Ovning 4.5
Vilken verkan painsignalen har ett LTI-system med pulssvarsfunktion
a. 2d(t)? b. d(t—a), areell konstant?

4.2.5 Likhet mellan generaliserade funktioner. Skalning av d-funktionen

ok i1,omt3 0, ] i1, omt>0, Certicaet 01 (0
t t)=1 t)=1 ar inte identi t .
unktionernax (t) *O, nt<0 och Xx(t) *O,omtEO ar inte identiska eftersom x1(0) * x»(0)
x,(t) X(t)
1 1 1@ Xy(t) —X{1)
\II - -
t t

Men om de daremot & beskrivningar pa signaler finns det ingen anledning att betrakta dem som olika
eftersom skillnaden inte gér att detektera med nagra fysikaliska instrument. Man éverenskommer bl.a.
darfor att betrakta tva generaliserade funktioner (signaler) x(t) och xo(t) som likaom

¥ x ¥ ¥ 0
g (a) —xe®) () dt=0 §J g x Ot =g x O
-y -y -y %)

for godtyckliga (tillrackligt reguléra) funktioner j (t).

Exempelvis har man enligt det féregaende avsnittet att



¥ ¥
9 @ _ 94d®,
8d(at)J () dt= =93 j (t)dt
¥
for " godtyckliga” funktioner | (t). D.vs.
d(a) = = d(), oma>0. (4.6)

Ovning 4.6: Vilken likhet f& man i stallet for (4.6) oma < 0?
4.2.6 Generaliserad derivering av kontinuerliga funktioner

Ett av de mest fundamentala sambanden mellan begreppen derivata och integral & som bekant:
t
§ X (1) dt = x(t) - x(b). 4.7)

b
Enligt denna kan man exakt berdkna en funktions alla varden om man kanner dess derivata och dess
vardei en enda punkt. | bevisen fOr detta brukar man forutsetta att X (t) existerar i varenda punkt i inter-
vallet, men relationen & faktiskt riktig ocksd om x(t) uppfyller det svagare villkoret att varakontinuerlig
och strackvis deriverbar med eventuellt olika hoger- och vansterderivatai enstaka punkter.

M [\L/\/\,
O V .

Att kontinuiteten & en vasentlig inskrankning syns bl.a. av foljande:

Exempel 4.2:
A
i1, omt>0, 1 &

Betrakta enhetssprénget Cu® =

>

Dess derivata u’(t) & uppenbarligen=0, dat* 0 medan den enligt den klas- t

siska analysens definitioner saknar derivata d&t = 0. Har kan man inte med enbart kdnnedom om

derlvatan och att exempelvis u(-1) = 0, bestdmma véardet av u(1) — information om sprangets storlek for
= 0 saknas!

Approximeras u(t) med deriverbarafunktioner ug(t) somi figuren till vanster,
déar man i det kortaintervallet—€/2 £ t £ e/2 skarvat i den 6vriga delen av
grafen for u med en slé vaxande kurva, sa far man daremot en funktion for
vilken huvudsatsen (4.7) tillamplig:

;% , il omt>e2,
Q Ue (1) dt = ug(t) — ug(-1) = ug(t) = #0, omt<—e/2.
-1

Oavsett hur ug(t) har definieratsi intervallet —e/2 £ t £ /2, sakommer U’ (t) att ha princi putseendet

S Se §2.9 arbetsmaterial 2.
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u'e(t) »d(t)
area=1

T T L

—e2 e t

d.v.s. U (t) approximerar d(t) dde® O+. Det & darfor motiverat att uppfattad(t) som (den generalise

rade) derivatanav stegfunktionen u(t):
u’(t) = d(t) (4.8)

Med detta generaliserade derivatabegrepp kommer likheten (4.6) att vara giltig &ven for funktionen u(t):

t N .

o) g éd 4 1L, omt>0 L

Q u(t)dt= Q d(t) dt= Y = u(t) — u(-1).

gud=gddi=) o =u0-uD

-1 -1

Pa motsvarande satt kan man generaliserat derivera funktioner vars grafer bestér av styckvis déta
kurvor s nar som paisolerade sprang. En funktion med en graf som

V X(t)
NE7A

A/

a t

kan namligen uppfattas som summan av tva funktioner:

y(t) d-u(t—a)
: * xik
ANEHF AN a]’
\Ja T ‘I a T

dar den ena, y(t), & deriverbar utom méjligen for t = a meni varje fall kontinuerlig ocksadat = a, och
den andrad-u(t — a) & en multipel av en stegfunktion. Man sétter darfor

X () = y (1) + d-d(t - a).

Mera allmant om x(t) & en strackvis deriverbar funktion med sprangdiskontinuiteter d; da, ... i
punkternaay, ap, ... , SAar

generaliserade derivatan av x(t) = "klassiska” derivatan av x(t) + d1d(t—a;) + dyd(t—ap) + ...

Exempel 4.3:

Signumfunktionen &r liksom enhetsspranget en strackvis konstant funk- \

tion. Den har ett sprang av storleken +2i origo. Allts&: 1 —
d sgn(t)

ot sign (t) = 2d(t).

Samma resultat far man (forstds) om man deriverar relationen:
sign () =2u(t) -1 -1
med hj8lp av de vanliga deriveringsreglerna




\ rect (t/p)
For den stréckvis konstanta funktionen 1 e —
rect(t/p) = u(t + p/2) —u(t—p/2) : :
. o . : —
géller pamotsvarande sétt —p/2 /2 t

& rect(Up) = d(t + p/2) —d(t - pl2).

Exempel 4.4:
P2, om|t|<2,

*o, om [t]>2,

Losning: Funktionen x(t) & deriverbar i klassisk mening dat* +2, men har sprangdiskontinuiteter i
dessa punkter med sprang +4 resp. —4. Den generaliserade derivatan ges darfor av

j2t,om|t|<2fi
| b
0} om|t|>2,\[;

4’:@} x(t) ‘TV X (t)
i\l /i 2
) 2 ‘t, _/l_4 )t,

Om vi behover skilja pa den klassiska derivatan fran den generaliserade skriver vi i fortsattningen

Problem: Berékna den generaliserade derivatan till x(t) =

X (t) = Ad(t + 2) — 4d(t - 2).

{X(®)} dler :chi)'[(g for den klassiska, medan samma symboler utan {} -tecknen far sta for den generalise-
1

rade.8 HOgre generaliserade derivator bergknas efter samma monster.

Exempel 4.5:

Problem: Beréknax “(t) dax(t) = [t].

Losning: Manhar k(=) — O U _ g (1), som & stréckvis konstant, med ett spré
Osning: Man arx()—% 4 0mt<0£—5|gn(),somar réckvis konstant, m Sprang av

storleken +2 for t = 0. Alltsa &r

X7 (0 = {X" (O} + 2d(t) = 2d(0).

x(t) X" (t)
X@® A
It] L Sgn0 2d(t)
i i ' il

Ovningar:
4.7 Berdknafor x(t) somi exempel 4.4:
0 0
Q Q
a g9 {X (1)} dt, b. 9 X (t) at.
-3 -3

6 Nagot allméant vedertaget beteckningssétt for detta finns veterligen inte (annu?) .
9



4.8 Berdknaden generadiserade derivatan till funktionerna

a  sign(t) - cost,

b. sign(t)-sint,

C.

d. u®-|t—1]|. (Ritaforst grafen!)
v [1-€N dat>0

0, dat<0.

rects, pj(t) = u(t—a)-u(b —t),a<b, dér u(t) = enhetssprénget. (Rita forst grafen!)

(Ritaforst grafen!)

4.9 Beréknagtzz (u(t) - & + u(=t) - (1 +1)

4.10 L& x(t) = (u(t) — u(t—2p))- sint.

a. Veifieraatt X7 (t) + x(t) = d(t) —d(t — 2p).
b. Skisseragrafernafor x(t), X' (t) och X" (t). X
c. En pendlande punktmassa hanger i en viktlos trad. For sma

utsagsvinklar x(t) och forsumbar friktion galler da enligt f
Newtons kraftlagar att:
B 9 1 » Mg
X (t)+TX(t):mf(t)1 \ mg

dér g ar tyngdaccelerationaen, | trédens langd och f (t) en yttre i ..
kraft som paverkar pendeln. Vilken situation beskrivs av diffe-  Accelerationen = IX

rentialekvationen i a-uppgiften?

Tolkal6sningen x(t) = (u(t) — u(t — 2p))-sinti ljuset av svaret pa den fragan.

4.2.7 Derivering av d-pul ser

Tanken att generaliserade funktioner app-
roximerasav deriverbarafunktioner kan an-
vandas for att definieraderivering av genera-
liserade funktioner. Hur detta fungerar kan
man ana av foljande skissartade exempel:

Betrakta d-funktionen. Den approximeras av
deriverbarafunktioner xe(t) med grafer som
i den vanstra figuren. Derivatan d’(t) kom-
mer da att approximeras av X' (t), som, om

= U (t)»d(t) areorna ar lika

area=1
Xe(t) » d'(t)

L ‘ —
T T = _ dz e2 t
) €2 t

Xe(t):s maximum antas for t = 0, kommer att ha principutseendet som i den hogra figuren. For intervall
b£t£ csomharintervallet—e/2 £ t £ e/21 sitt inre har man:

¢
Q
Q

o T O

7

S 000

c

Xe (1) dt = Xg(C) — Xe(b) = 0 och, meraalmant for godtyckliga deriverbara funktioner y(t):

c

C
Y1) X' (t) dt = EPartiell integrationll = gy(t) -xe(t)g; _ § V (0)Xe(t) dt = 0 — § y () %e(t) dt |
b

b
c

dér den hograledet ® — § v (0-d(t) dt =—y'(0) § d(t) dt om e® O+. Det vanstraledet kan uppfattas

b

b

10



Cc
som en approximation till §y(t)- d (t) dt och man leds till de relationer som beskriver d':s
b

véasentligaste egenskaper:

6 i =y (0), omb <0< coch y(t) har kontinuerlig derivata,

§wwd®m=;
b

. . 4.9
0, om O ligger utanfor intervaletb £ t £ c.

Allméannare kan man definiera derivatan for en godtycklig generaliserad funktion sa att den vanliga
rékneregeln for partiell integration gdller:

C C
§ YD) X (0 dt = gy(t) -x(t)ﬁz _ § y (0)x(1) | (4.10)
b b

dock med inskrankningen att funktionernax och y inte har ndgon gemensam singularitet och att dnd-
punkterna® singulariteterna. Sambandet (4.9) & ett speciafall av (4.10):
C Cc C
o , - i 9., _&((b)=d(c=0ocht_ 0 .
gy d@dt = B d0g - 8 YO0 &= &7 (). q =y (0)api=—Y @8 dO L (9)
b b b
Derivator av godtycklig ordning kan definieras efter samma monster. Aven dessa hogre derivator & ge-
neraliserade funktioner for vilkaraknereglernaovan géller. Man har t.ex. fér d-funktionens andraderi-
vata och tva ganger kontinuerligt deriverbara funktioner y:

By aoa = oo - froana-E05 O %= crzy 0 ava
b b b

P4 samma sétt far man det allméannare

Cc

(@]

7

§ y(t)- dO(t) dt = (<1)" y<n>(0)§ d() dt. (4.11)
b b
Exempel 4.6:
X(t) Lt2
Problem: L&t x(t) =1 —1t2, om |t| £ 1, = 0 for Gvrigat-varden. Berdkna /?\_
X, X ochx"".
a1 1 T

Losning: x(t) & kontinuerlig och saknar darfor sprangdiskontinuite-
ter, varav
0, omt<-1, X (1)
X)) ={xX(1)} = *—Zt, om-1<t<l],
0, omt>1. —
Denna funktion har spréng av storleken +2 for t = =1 och t = 1, t
men & annars kontinuerlig.
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Man far andraderivatan

1 0, omt<-l, il A \ A
X'(t) = + -2, om-1<t<l, ¥ +2d(t+ 1)+ 2d(t-1).
0, omt> 1. L2 2
— —_—— X (t)
—{X (t)} -1 1
Den forsta termen & en strackvis konstant funktion med sprang —2 ' :
for t = ~1 och spréng +2 for t = 1, for dvrigat & den deriverbar med : :
derivatan = 0. AlltsA{xX""(t)} =0 dat® +1 och —— 2

X7(t) ==2d(t+1) + 2d(t—1) + 2d'(t + 1) + 2d"(t—1).
Exempel 4.7:

Problem: Utnyttjaresultatet i foregéende exempel for att beraknaintegralen Q x(t) eWt d.

k ocoo x

Ldsning: Eftersom x(t) och dess derivator & = 0 utanfor intervalet -1 £ t£ 1 séger partiell integration

¥ ¥ ¥
Q - Q . & o2 @ 163 Q
Wt dt = — Wt dt = o Wt dt =
9 X(t) et dt 9 X () eWtdt= &2 0x®e dt= & 8
-y Y -y
Resultatet fran foregaende exempel ger att detta ar

o (2[eWt =1 +2[eWl ]t = g +2HweWt = g+ 2[HweWt [y = 1) =

1

t
o X () €Wt .

K

2, g
W (-eW +elW —iw(eW + elw)) = 43 (Snw—wcosw),

dar man anvant att dW — e W = 2j sinw och dW + e"W = 2 cosw.
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Ovningar:
4.11 Lax(t) =|t]om|t]| £ 1 och=0for Gvrigat-varden.

a Bergknax ochx ™.

¥
b.  Beraknamed hjdp av resultatet i a-uppgiften integralen § X(t) eWt d.
-y

4.12 Latx(t)=sint da |t| £ p och =0 for 6vrigat-varden.
a  Berdknax(t) + X (t) pasaenkel form som majligt.

w

b.  Berinaintegrden 9 (x(t) + X~ (1)) €Wt .

k oo

4.13 Latx(t) =cost da |t| £ p och=0for Gvrigat-varden.
a  Berdknax(t) + X (t) pasaenkel form som majligt.

*

b. Berdknaintegraen 0 (X(t) + X7 (t)) eWt dt.

k oo

4.14 Visaatt X(t) d'(t—t ) dt = X (t) om x har en kontinuerlig 1:a-derivata och mera generellt

k ooo k

x(t) d(t—t ) dt = x(M(t) om x har en kontinuerlig n:te-derivata.

k ocoo.k
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4.1a.

AY

05

4.1b

=)

i

4.1c

-9/4 -5/4 -1/4 f
. & \L B o a4 1 7k i

4.2a 1, b 0, c 3.
4.4 —ed4,

4.5a y(t) = 2x(t) (dvs. forstarkning), b y(t) = x(t—a) (dvsfordrojning a tidsenheter).

46. d(at) =+ d(t) oma<0. (Sammanfattningsvis: d(at) = Lalll d(ty omat 0)

4.7a. 4, b. 0.
4.8a. 2d(t) — (signt) - sint, b. (signt) - cost, c.dit—a)—d(t—b),
d{0,omt<0,-1omO0<t<1, lomt>1} + d(t) e —u(t)?l2 e(1) + d(t).
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4.9, u(t) -

4.10b.
X(t) na
2 d 2 H [ 1
as
X (t) »
2 F] H 1 9
FT]
X (1)
o
2 d Fi 4 4 1

a5

-1

4.10c. Pendeln befinner sigi viladat < 0, far en ”enhetsknuff” a hoger vid t = 0, borjar svangaenligt
X(t) = sint, far en ny enhetsknuff, den har gangen & vanster, vidt = 2p. Denna stoppar rorelsen helt.

411a. X(t)={0omt<-1,-1om-1<t<0,1omO0<t<l1,0omt>1} +d(t+1)—d(t-—1),
X')=d(@t+1)—-d{t-—1)—dt+ 1)+ 2d(t) —d(t—1).

2 :
b. Wz(wsmw +cosw —1).

4.12a. d(t—p) —d(t + p).
b.. 2i sin(pw).

4.13a. d'(t—p)-d(t + p).
b.. 2wsin (pw).
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