Institutionen for matematik, KTH 050218
Arbetsmateria 4 fér 5B1207/V TO5/E.P.

5. Nagra viktiga summations- och integrationsformler.

Forst en repetition:
5.1 Geometriska serier

For godtyckligakomplexatal a och k géller

I 1-kn Ki 1
a+ak+ akl+ ...+ ak+l —S={aﬁ' om , (5.1)
T amer tan, omk=1.
Bevis Oma + ak + akZ2+ ...+ ak+1 =s,

SAar ak + ak2+ ... + ak-1+ akh =ks,
varav efter subtraktion,

al-k) =(1-Ks0 al =", omk 1),
Omk=1,§aarssummanavnsttaladvs na.

Ovningar:
51 Summera
379 27T T 3100
- 37 9% "8t 3100

1+k+k2+ K3+ ... +kn
1-k+k2—k3+...— Kk
5.3 Veifieraatt summan
eMie(M-Dt+  +et+l1+e+ ... +eM-DtyeMt
fort1 Okan skrivas

5.2 | sambandet =2 & nettuddahdta 3 1. Bestamk.

P2 e P2 _gnh Py2
d2_et2 ~ snht2’

dar P & antalet termer i summan.

5.4 Summan (5.1) ovan &r tydligen en polynomi variabeln k och méste darfor varakontinuerlig. Spe-

cielt méste summansvardefor k=1 vara= lim a1 kkn

k® 1
Verifieradetta genom att direkt berékna gransvardet t.ex. med hjép av I'Hospitalsregel.

. N . sinh Pt/2
55 Vilketvardehar Iim W’)

t® 0

De komplexa exponentialfunktionerna av typen e€Wt, dar w och t &r reella, tilldrar sig ett speciellt
intresse inom signalteorin. Vi skall i de fdljande avsnitten titta narmare pa vissa enkla summor och
integraler av sddana funktioner. Det visar sig namligen att det finns ovantade samband mellan sadana
summor och d-pulserna. Sambanden & hornstenar inom fourieranalysen.



5.2 Summation av harmoniska vagor (elWt-funktioner), pulstag

5.2.1 Forst en kommentar till vissa variabelval:

Vérdet av funktionen @Wt, dar wt & redlt, & som vi vet ett komplext tal med belopp 1 och med argu-
mentvinkeln wt méatt i radianer. Om t har tidsdimension sa kan man askadliggora funktionen som en
rorlig pekarefast i origo i planet. Pekaren snurrar med en vinkel hastighet pa w radianer/sek — moturs
omw > 0. Att man oftast valt just radianmattet som vinkelmétt beror bl.a. pa att deriveringsformlerna
f('jrk Flen komplexa exponentialfunktionen (och darmed sinus- och cosinusfunktionerna) blir speciellt
enkla.

Exempelvis & som bekant % sinv=cosv,omvmétsi radianer, medan% snv® :%) Cos V°, om Vv

métsi grader. Trots att radianmattet verkar vara”bast” i matematiska sammanhang kan det i vissafall
andavarafordelaktigt att valja ett annat vinkelmétt. Ett "naturligt” sadant &r att ta ett varv som enhet.
Ett varv motsvarar da 2p radianer respektive 360°. En pekare som roterar f varv/sek (dvs. med
frekvensen f Herz) har da en vinkelhastighet pa 2p f radianer/sek. Vi har alltsa

w = 2pf.
5.2.2 Summation av harmoniska funktioner

M .
Vi tittar nu ndrmare pasummor, & €Wt av heltalspotenser av éWt-funktioner. | det komplexatal-
n=-M
planet utgor termerna i summan ett udda antal (P = 2M + 1 st) enhetspilar, spegelsymmetriskt
placerade kring reella axeln och for jamnt fordel ade Gver en sektor av enhetscirkeln. Nagra exempel
finnsi figurerna nedan. For att hyfsaformlernalitet har vi satt wt = a.

e'a

-
AF -

e-imMa
a=2p/5=72° a=p/9=20° a=p/18=10°
M=2P=5 M=5P=11 M=16,P=33
Summan

M
S@)= gdna=¢giMatediM-Day+  +ela+1+ea+ . +eM-1a+eiMa
n=-M
& en geometrisk serie med kvot €2, forstaterm eMa  och med P stycken termer, dér P = 2M + 1.
For ea 1 1 far man darfor summan

M +la _ 1

eiMa a2 gM+1)az d(@M +1)al2 _ gHi(2M +1a/2 _

— — oM .

(@) = ga _1 =etva gal2 gal2 _gial2
a gdPa/2 _ giPa/2 _ snPa/2
- dal2_gdal2 T snal2 -

Forea =1, dvs. ndra =2p° heta , & summan istéllet = P. Notera att termernai summan ala & 2p-
periodiskai variabelna, detsammagéller da forstas ocksa summan. Vajer man i stéllet andelen av
varvet som vinkelmétt, dvs. sitter a = 2pb, safar man istélet den 1-periodiska summan:



S (2pb) = ssnon;b utom nar b = heltal, da summan = P.

Summan &r tydligen altid reell och som funktion av a (respektive b) har dess graf principutseendet:

Funktionen &r periodisk med periodiangd 1, och dess O-stéllenii intervallet 0<a < 2p (0<b < 1) &
a =2p/P,4plP, ..., 2p(P-1)/P (b=1P, 2/P, ..., (P-1)/P) @
Man kan visa att
b

9 i1, omintervalleta <b <binnehdler precis en hetalspunkt, {
8 S (2pb) db ®

*O, omintervalet a<b <b inteinnehdler ndgon heltalspunkt,'[\; daP® ¥.

a
Funktionen kommer alltsa for stora P att approximativt motsvara enhetspulser vid punkternab = heltal.
Funktionen representerar ett s kallat pulstdg — ” enhetspul staget” .

A
A
1 1 1 1 1
_2 -1 ¥ 1 2 b
a d(b —n)
n=-¥
Resultatet kan med hjdp av generaiserade funktioner uttryckas
¥ ¥
4 e2pinb = 3 d(b —n) (5.2)
n=—¥ n=—¥
Ovning:
56 ”"Skala’ (5.2) genom att sétta b = t/T (tvariabe , T konstant > 0). Utnyttja sambandet (4.6) for
att verifiera att
Y ¥ o
4 ePint/T=T . & dit—nT)  (T-periodiskafallet) (5.2)
n=—¥ n=-—¥
och specidlt
¥ ¥
&ent =2p . & dt—2pn) (2p-periodiskafdlet) (5.27)
n=—¥ n=—¥
1 | figuren & P = 11.



Sambanden (5.2) — (5.2°") & altsalikheter mellan generaliseradefunktioner och & med den klassiska
analysens synsatt meningsldsheter. Exempelvis & véansterleden divergenta serier?2 som saknar (klas-
sisk) summa! Inte desto mindre kan man anvanda sambanden for att forhallandevis l&tt harleda " klas-
siska’ resultat som & mycket svara att fa fram med andra metoder.

Exempel 5.1

Om man t.ex. multiplicerar ekvationen (5.2"") med en funktion x(t) som &r kontinuerlig &mins-
tonei punkterna2pn,n=0, +1, 2, £3, ..., far man

¥ _ ¥ ¥
& x@®)ent =2p - 4 x(t)d(t—2pn) =2p- & x(2pn)d(t—2pn) (5.3
n=-—¥ n=—¥ n=—¥
och sedan integrerar leden 6ver hela reella axeln, sa far man en mycket generell summations-
formel
, & 6 o o
0 - il ¥ 0 il ¥
8 éz ) dntdtT=2p - & éz x®d(t—2pn) dtT=2p - & x(2pn) (5.4)
n=—¥ %O o n=—y %O - n=-¥
%} %}
¥
Integralen i vansterledet kanner vi igen3 som fouriertransformenav x(t), X(w) = g X(t) e?W tdt, |
—¥
heltalspunkternaw =n,n=0, 1, +2, ..., varfor (5.4) kan skrivas
¥ ¥
4 X(nN)=2p- & x(2pn). “ (5.4)

n=—¥ n=—¥

Anmarkning: Detta samband &r (en variant) av den s.k. Poissonska summationsformeln. For att den skall vara gil-
tigi "klassisk” mening maste funktionen x(t) haen del " snéllhetsegenskaper” (krav pa konvergens av inblan-
dade summor och integraler t.ex.). Vi gér dock inte in pa detta narmare har. Litet darvigt kan man siga att den
i praktiskt forekommande fall stammer om de bada leden & meningsfullafrén ”klassisk” synpunkt.

For att se vad sambandet (5.47) innebér i nagot specidllt fall, [ ossta

_ _11 om|t|<12,
X(t) =rect® =1g, om|t|>12,

Fouriertransformen till denna funktion beréknadesi exempel 1.2 och den &r
_snw/i2 o
X(W) =W o daw?! Ooch 1, daw=0.
Eftersom rect (2pn) = 0 for allaheltal n? 0 och =1 for n=0, s&far man
2 sinn/2 ¥ os§nn/2
a2 tlra Thp
n=—¥ n=1

vilket, eftersom de béda seriernai vanster led & lika, ger att

:Zp,

snn/2 _ 1
n2 “P~2

1 Qo+

n=1

2 De successivatermernai en serie som ar konvergent i klassisk mening méste ® 0. Termerna i summan i vanster
led har allabeloppet 1, sA den serien kan inte vara konvergent.
3 Analysekvationen (1.8) i kapitel 1.
¥ ¥

4 Obsatt & X(-n)= & X(n). Summation av sammatermer, men i omvand ordning.
n=—¥ n=—¥
4



Ovningar:
5.7 Vilket samband f& man om x(t) sétts till eltl i (5.4)? For fouriertransforming av x(t) se évning

5.8

5.9

1.7b—d.

11 om|t|<a, iy _sinaw
0, om|t[>a, a>0aXw)=2—,—.

. . . ¥ gdnan _ 1(p—a)/2, for 0<a< 2p,
b. Genom véjax(t) somi uppgift a visaatt na=1 n - }(Bp _a)i2, for 2p <a<4p.

a. Verifieraatt fouriertransformen till x(t) =

sinan
n

¥
c. Vilket & vardet av summan &
n=

,da2Np <a<2(N + 1)p,N heltal?
1

Bestéam den reellafourierserien till den 2-periodiska funktion g(a) somi intervallet0<a < 2 ges
l1-a
av g@)= "> .

Ledning Man kan forstas anvanda integralformlerna for berakning av seriens koefficienter, men man kan ocksa
avlasa svaret fraén resultatet i uppgift 5.8b.

5.3 Regelbunden sampling « multiplikation med pulstag

Inkommande kontinuerligt definierade signaler x(t) kan i allmanhet inte avlasas vid allatidpunkter. N&
got mer realistiskt &r att de avlases vid tidpunkter t = nT, n = 0, 1, +2, ...: Man siger da att man
samplar signalen (regelbundet) med sampelavstandet T. Vardena vid sampeltiderna ges da av foljden
X[n] =x(nT),n=0, 1, 2, ...

Anméarkningsvart nog kan motsvarande anal ytiska procedur koncist uttryckas med hjdp av pulstégs-

¥
funktionen, & d(t—nT). Den samplade signalen svarar namligen mot pul staget:

n=-¥
y y y
& X(NT) -d(t—nT) = & x(t) -d(t—nT) =x(t) - & d(t—nT)
n=-¥ n=-¥ n=-¥
...... —2T -T t
y y
8 x(NT) -d(t—nT) = x(t) - & d(t—nT)
n=-¥ n=-¥

Sampling med samplingsavstandet T av en kontinuerlig signa svarar mot att
signalen multipliceras med pulstaget
¥
& d(t—nT).
n=—¥




Ovningar

510 Latx(t) = cost. Skriv upp analytiskauttryck for sampelfunktionernafor sasmpelavstanden T =
p/2 respektive p. Vilka & foljdernaav sampelvarden i de badafallen?

5.11  Latxy(t) varasamplingen av signalen x(t) med sampelavstandet T.
¥
a Bersknalr = § xi(t) dt.

¥
b. Vadbor gransvérdet lim Tl rimligtvis hafor varde?
T® 0+
(Ritafigur, se efter vad T x(nT) betyder geometriskt.)
5.4 Periodisk fortsattning « faltning med pulstag

Det visar sig att ocksa operationen " att bilda den L-periodiska fortséttningen till en signal” har att go-

¥
ramed pulstdget & d(t—nL). La namligen x(t) varaden L-periodiska fortsattningen av y(t):
n=—¥

¥

Xt = a yt-nL)
n=—¥

y(t+2L) ® y(t—2L) y(t—3L)

y(t+3L) y(t+1L) y(t—L)

x(t)

,,,,,, -3 -2 -L L 2L 3L ..
¥
Observeraatt y(t—nL) = § y)d(t —t —nL) dt , varfor
¥
¥ 0 Q ¥ Q
xt)= & Q yt)d(t -t —nL)dt = Q y(t) & d(t -t —nL)dt = Q y(t)D (t—t)dt. (5.6)
n:—¥_(:é _(:4 n=—¥ _(:4
¥
dar D_(t) & pulstaget & d(t —nL)
n=—¥
Integralen i hoger led i (5.6) & tydligen en faltning
¥
Q
9 y(t) Du(t—t)dt =y« D(t)
¥
¥
dvs. Xt) =y~ & d(t —nL) (5.7

n=—¥



Sammanfattningsvis:

L-periodisk fortséttning av en signa svarar mot att signalen faltas med pul staget
¥
& dt—nL).
n=—¥
Ovning
512 Forenklaint - rect 298 X dt —2np). (Ritafigur)
& &5 noy

. aeas ¥
5.13 BeréknayGSpgdéy(t):ae'nt-rect aﬁeg* a d(t —np). (Ritafigur!)
&4 & w2



6. Fourierserier och fourierutveckling

6.1 Syntes- och analysekvationerna for fourierserier

| det hédr avsnittet skall vi seatt formelparet (1.3") ich (1,47) fér den komplexa fourierserieutvecklingen
av L-periodiska funktioner,

¥
)((t) = é Cneint/L1
n=—¥
1 L/2
= | § x(t) ent/L gt
L2
ar en konsekvens av summationsformeln (5.2):

¥ . ¥
& e2pint = g d(t—n),
n=—¥ n=—¥

L&t x(t) for enkelhets skull vara en 1-periodisk funktion. Funktionen x(t) = X(t) - rect (t) beskriver da
x:svardeni intervallet —1/2 <t < 1/2 och x(t) & den 1-periodiska fortséttningen av x4 (t).

X() X, ()
/\
t
\ T I T >
12

-1/2
4
) ¥
d.v.s. Xt = Q xq(t) Dy(t—t ) dt,dar Dy(t)= & d(t —n)
_C;é n=—¥
¥ _ ¥
Summationsformeln  § e2Pint = & d(t—n) gor det majligt att skriva om uttrycket for x(t):
n=—%¥ n=-¥%
¥ .
O T -9
Xt) = Q Sxq(t) & ePin(t-zdt = 3§ Q x(t) epin(t=t) Tdt.
_(:4 n=-—¥ g n=—y §&O ﬂ

Har ar e2pin(t-t) = e2pint . e—2pint dzr den forsta faktorn tydligen & oberoende av integrations-
varisbelnt, altsa

. B 0
Xt)= a ég x(t) e2pint dt - e2pint,
=¥ o p
Men x4 (t ) = O utanfér intervallet —1/2 £ t < 1/2 och = x(t) inom det intervallet, varfor
1/2
Xl(t) e2pint gt = § X(t) e-2pint dt,

-1/2

O~ K

Q
(0]
v

vilket ger



¥ .
X(t) = 3 Cn eZpint ,
n=—¥
12
. Q :
dar c, = g X(t) e2pint dt

-1/2

Pa sa sétt aterfar vi ocksa for periodiska funktioner med godtycklig period L sambanden (1,3") och
1.4):

v |
X(t) = 3 CneZplnt/L, (6.1)
n=—¥
L2
0 .
d&rcn= 0 x(t) eZintiL dt 6.2)
—1/2

Processen, att ga fran en periodisk funktion till dess spektrum, &r en transformation (eller transform),

den sd kallade fourierserietransformen (FS). Om man vill framhéva detta kan man skrivaanalysekva-
tionen som:

L/2
XO) %I%e o= § X(t) e2pint/L dt n=0,+1, 42, ...
—L/2
Syntesekvationen, som ju omvant anger vilken periodisk funktion som har spektret c,, kan skrivas pa

motsvarande Sétt:

G ARUO® X = A& cyeint/L

n=—¥

Exempel 6.1: For x(t) = d(t), =1/2 £ t < 1/2 f&r man fourierkoefficienterna
12
Cn = § d(t) e2pint gt =1,
-1/2

¥
Den 1-periodiskafortsittningen av d(t) & pulstaget & d(t —n), varfor syntesekvationen ger
n=—¥

n=—¥ n=—¥
d.v.s. vi aerfar ssmbandet (5.2) ovan.
Funktionen och dess fourierkoefficienter
n:é_¥d(t_n) a
1 1 1 i 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1
< 1> . .
-3 -2 N 2 T -3 -2 -1 1 2 o



Ovning 1:
6.1a. Bestam fourierkoefficienternatill de 1-periodiska funktionernasin 2pt och cos 2pt.

b. Bestdm fourierkofficienternatill den L-periodiska fortséttningen till Ld(t). Vilken blir syntes-
ekvationen i dettafall?

6.2 Vilken &r fourierserieutvecklingen y(t) av den 3-periodiska funktion for vilken
, 11 dao<t<y,
YO=1o da1<t<s

Om x(t) redan &r en L-periodisk funktion, sa &r x(t) identisk med den L-periodiska fortséttningen av
funktioneny(t) = x(t), O£ t < L. Syntesekvationen ger darfor att

¥ .
Xt = & c,eZpPint/L did—¥ <t<¥.
n=—¥
C

+ L
Eftersom integralen § X(t) dt &r oberoende av C om x(t) & L-periodisk,> sa spelar det ingen roll
C

— . : Q . :
vilket intervall av 18ngd L man integrerar 6ver. Man kan anvanda beteckningen 8_ for sadana integra-

tioner. Analysekvationen kan da skrivas:

19 . ;
Cn = EaLx(t) g2pint/L gt (6.2)

6.2 Egenskaper hosfourier serietransfor men

Mellan en periodisk funktion och dess fourierkoefficienter finns manga rétt enkla samband. Har foljer
en listamed négraav de viktigaste:

Om den L-periodiska signalernax(t) och y(t) har fourierseriekoefficienterna c, resp. dn, n = 0, +1,
+2, ..., sagdler att

funktionen har fourierseriekoefficienterna
C x(t) + D y(t), C och D konstanta Cc,+Dd,
, 2pni
X () an
X”(t) B 4p2 n2
L2
x(m)(t apnid"
® L5 O
X(t—o0) e=2pnic/L . ¢,
¥ 1
& d(t—nL) Ch=1
n=-—¥

5 Kan visas formellt genom att man deriverar integralen med avseende pa ¢ och utnyttjar att x(c + P) = x(t).
Genomfdr gérna dettal
10



Notera att sambanden som ror derivering och translation blir speciellt enkla for 2p-periodiska funk-
tioner.

Tabell dver den redllavarianten av fourierserierna finns ocksa i handboken b.

Dessa egenskaper foljer ganska omedelbart ur analys- och syntesekvationerna. Exempelvis ger
derivering av syntesekvationen

¥ .
X() = & [(2pinlL) co] e2Pint/L,
n=—¥
dér man avlaser fourierseriekofficienternafor X (t) till (2pin/L) c,.
Forutom dessa egenskaper sd har vi den viktiga” energirelationen”, Parsevalsrelation (1.20):

=

L/2
4 ¥
8 Ixp|2dt= & |cl2.

L n=—¥

-L/2

Den géller for alaL-periodiska signaler dér integralen i vanster led & andlig (dvs. signaler med andlig
medel effekt).

| nésta exempel anvander vi ndgra av ovanstaende egenskaper for att underldtta réknearbete:
Exempel 6.2:
Problem: Bestam fourierutvecklingen till den 2-periodiska

funktion somi intervallet O£ t £ 1 gesav hl--- X()
htid, dA0E t£d, -1 _d /\

XO =i —t/(1—d), dadELEL T
och for vilken x(—t) = —x(t). ---l —h

¥ .
Loésning: Syntesekvationen har utseendet x(t) = & ¢, eP'nt, dar fourierkoefficienterna kan beréknas

n=—¥
direkt ur analysekvationen. Man kan dock slippa en hel del rékningar om man observerar att X' och
framfor alt X~ & betydligt enklare funktioner an x:

yhd, d&O£ |t|<d,
XO==i_py1—d), dad<|t|£ L

och X"(t) = g’; e g(d(t +d)—d(t—d)) =d(1h_d) (d(t + d) — d(t — d)). &

(Ritagrafen!)

¥ .
Deriverar man syntesekvationen 2 ggr far man att X "(t) = & (pin)2c, ePInt, Har avlaser man att X ":s
n=-¥
fourierkoefficienter (pi n)2c, = —p2n2 ¢, erhdlisur
1 ael 1 o)
. i h Q - 0 : -
X (t) ePint gt = 2d(1—d)§8 d(t+d) ePintdt— 9 d(t—d) ePintdt =
1 ~1 g

NI~
Q00

—p2n2c, =

=

h i - ih )
= m (d)|nd—e_p|nd): m gn(pnd)’vara/fornl 0:

_ ih
Cn

=~ 2r2d(1-d) sin (pnd),

11



1
Aterstér att berékna cg som enligt analysekvationen & :% § X(t) dt, d.v.s. funktionens medelvarde Gver

-1
en period. Detta medelvérde &r i det hér fallet uppenbarligen = 0.
Vi fér alltsa fourierserien

_ ih Y sin(pnd) iy
O="2qa-ag,2, 2 &
nto

Anmérkning: Alternativt kan man fa fram resultatet utgéende fran uttrycket for andraderivatan (1) och
egenskapstabellen ovan: De 2-periodiska fortsdttningarna av respektive funktioner nedan har enligt
tabellen de angivna koefficienterna:

. dt)« Eon=0+142, ..,

és
c dttd)« ePnid.l n=0,41+2 .,

” h ; PR hi .
o X7(t) « d(i—d) (ePnid —e+Pn'd)-§ = d(1=d) sinpnd,n=0, 1, +2, ...,

3y _ _ 1 hi .
e FOornt O:x(t) « ¢ _—pz—nz "d(1-d) sin pnd
e For n=0far vi somnyss direkt ur analysekvationen att ¢y = 0.
Detta ger svaret ovan.

Ovningar
6.3 a. Bestdm de komplexafourierkoefficienternatill den 2p-periodiska funktionen x(t) for vilken:
X(t) =t2, da—p £t£ p.

Anvand ndgon av berdkningsmetoderna som anvandes i exempel 6.2. Ange ocksa den reella
fourierseriutvecklingen.

b. Samma som a, men med 4-periodiska funktionen
i1, dat|<1
XO=15_1t), da1g |t]<2,
¢. Samma som a, men med 6-periodiska funktionen
}3 dao<t<1
o dai<t<s
X0 "iz, da3<t <5,
I -1, da5<t<6.

(Skisseraforst grafen!)

(Skisseraforst grafen!)

12



6.4 a. Forenklakoefficienternai fourierserien for signalen i exempel 6.2 for det fall att d = 1/2 och
h=1/2.

b. Ett (idealt) |agpassfilter sldpper igenom alla harmoniska signaler upp till en viss frekvens B
ograverade och ingen av de harmoniska signalerna med hogre frekvens. Man vill konstruera ett
|agpassfilter sA att andelen forlorad energi vid filtrering av signalen i a-uppgiften blir mindre an
1%. Hur skall brytfrekvensen B davéjas? Variabelnt métsi ms.

Anvand till att bérjamed Parsevalsrelation till att verifiera, att om man vajer B [kHZ] i intervallet
M+ 1/2<B<M + 3/2 (M hdtal 3 0), sakommer andelen forlorad energi att vara

9% M 1

1_9 ma:1 o (2m+1)4”

6.3 K onver gensfr agor

Eftersom likheten i syntesekvationen & en likhet mellan generaliserade funktioner &r det inte gévklart
att likheten géller i klassisk mening, d.v.s. att

M .
x{t)= lim a cpelnt,
M®Y¥ n=_m
dér limesbegreppet & som i den "vanliga’ analysen. Detta problem &r inte alldeles enkelt att reda ut,
men tillrackligavillkor finns uppskrivnai kurdlitteraturen, ZC Theorem 11.1., sid 492

Om x(t) och X (t) (6 &r styckvis kontinuerliga och har hoger- och vanstergransvarden i alla punkter sa ar

. M H
lim 4 c,elnt =

X(t+) + x(t)
M®Y¥ oy 2 '

Konvergens rader darfor i praktiken "alltid”, med undantag for de stéllen dar x(t) &r diskontinuerlig.
Dér blir seriesumman i stéllet = vardet mitt i sprangintervallet. | narheten av sddana punkter upptrader
ocksa en komplikation som kallas Gibbs fenomen (se ZC sid 498.)

Forutsattningarnai konvergenssatsen ovan kan inte tas bort. Man kanner exempelvistill kontinuerliga
periodiska funktioner vars fourierserier inte konvergerar for allat och an vérre, integrabla funktioner
vars fourierserie inte konvergerar for ndgot endat. Situationen kan kénnas en smula obekvam!

Situationen ter sig dock mera tillfredstdlande om noterar att konvergensbegreppet egentligen mest
anvands har for att pa ett precist satt kunna uttrycka att olika funktioner ”ligger naravarandra’.

M .
lim 4 cyelnt =x(t)
M®Y¥ n=_m

far betyda att

M .
a4 ¢c,elnt "ligger godtyckligt nara’ x(t) for "tillrackligt stora’ varden pa M.
n=-M
Som vi tidigare sett (81.2) finns det andramgjliga sétt att mata graden av "narhet”. En |amplig kandi-
dat &r att ta energin (under en period) hos differensen mellan signalerna som ett sadant métt.

M .
Att & c,el!nt "ligger godtyckligt nara” x(t) for "tillrackligt stora” varden pa M, far da betyda att
n=-M

M :
lim || & cyent —x®)|12 =0, (6.3)
M ® ¥ n=-M
dér ||| definieras som i (1.19)

6 Derivatan i "klassisk” mening —ingen generaliserad funktion — avses hér.
13




Viktigare for signateorin 8&n ovannamnda konvergenssats &r att man faktiskt kan bevisa att:

Likheten (6.3) géller for alla L-periodiska signaler med andlig energi/period, dvs om bara

0
D|[2= Q |x(t)|2dt <¥
Q! CLI><()I

Inga speciella krav pa kontinuitet eller deriverbarhet behovs for dettal Beviset for den satsen ligger
utanfor den hér kursens ram.

Ovning
6.5 | ett tabelverk hittar man angdende 2p-periodiska fourierserier att
1+in . d .
om ¢, = (=1)N 1o 2 X(t) = si%h 0 da—p <t<p.

a, Bestdm de exaktavardenaav seriesumman dat = 0, = 4 respektive = p.

¥
b. Bestdm med hjdp av resultatet i auppgiften det exaktavéardet av summan  § 1+ln2 ,
n=—¥

14



Svar till uppgifterna

285100 12 96000

7
1
52 3.

55 P. (Summan av serieni uppgift 5.3f6rt=0, d.v.s. summanav2M + 1 = P st. 1.0r.)

57 01 _ l+e? @ PreP _ coth
L 2 P e ETP @_ep TP
¥ snpna
g@= &
n=1 PN 1/2

~ t

¥ ¥ ¥
5.10 a cos (np/2) d(t — np/2) respektive & cos (np) d(t — np) = & (<L) d(t — np)

n=—¥ n=-¥ n=-¥
5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 ..
Foljderna av sampelvarden: ... O, 1, O, -1, 0O, 1, O, -1, O, 1, O, -1, ..
respektive oo, 1, -1 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1,
¥
¥ Q
511 a4 x(nT), b. Q X(t) dt.
n=—¥ 0
¥
512 sint
1

513 sin(—p/4) = —Tz.

6.1la  FOrsin2pt: ¢ = 1/(2i), c_1 =-1/(2i), ¢, = 0 for vrigan.
For cos 2pt: ¢y =c_1 =1/2, ¢, =0f6r dvrigan.

¥ ¥
6.1b ¢, =1foralak Syntesskvationen: & d(f/L —n)= § e2pint/L
n=—¥ n=—¥

2 1
6.2 cn:ﬁ omn udda, = 0 om n jamnt O,cozé.

: L (G L p?
6.3a. x(t)= & cne'”t,darcnzzv dan® Oochco="5 .

k

—_1)n 2
ancosnt,déran:4(nlz) dant Oochao:ZTp.

1

+
n

X(t) =

N
Il o«
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6.3b.

6.3c.

6.4

6.5

: - ) cos (pn/2) — (1) . 3
x)= & c,ePW2 dirc,=2 ddnt Oochcy =3 .
() n=-—¥ n2p2 4
¥ —(—1)n
X(t):% + & %Cos%m,déran=4 cos(pr;/zzr))z CDY dan: Oochaozg.
n=1
¥ .
Xt)= & cnePW3 dircy= 2T BCOS(I%WS)J’(D d&nt Oochcy=1.
n=-¥ p
¥ 52=3cos(pn/3) + (="

Xt =1+ a bnsmp3 , dér b, = np

_2 3 (D

P2y -ty (2k+1)2
b. Om B> 1500 Hz sikommer andelen forlorad energi att vara< 0.3 % (om B < 1500 Hz
sdkommer andelen att vara> 1,4%.

d(Zk+1)pt

a.

_.p _ p 42 _pee eP O _
a.x(0) = sinhp’ X(4) = sinhp Xp) =3 &sinh p sinh pz; p coth p
b. p cothp.
_ ¥ 1+n _ ¥ 1 ¥ n _ ¥ 1 -
Obs att x(p) = n3_¥ 2 - nf—¥ Ter2 + |n§_¥ L2 - nf_¥ L2 + 1-0, eftersom

termernai den senare summan tar ut varandra parvis.
Anmarkning: Aven Parsevals relation kan anvandas. Man har att

Ix(®II2 = 2|O ICnI2

1+inj 2 3‘?/1 n292 1

1+n?t ~ &1+ g T 14n2

der lenl2=} 2n

p
5_ p et P eP-e? _
och IO 8 sinh2 P dt= sinhZ2p 2

2 (@R @reP) _ 2

-2-sinh p - cosh p = 2% coth p,

sinhZ p 2 sinhZ p
pA |
varav a = p cothp.
n=-¥ 1+n2
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