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7. Fouriertransformen

7.1. Informella hérledningar av syntes- och analysekvationerna for fouriertransformen

7.1.1 Approximation av ” godtycklig” funktion med periodiska funktioner

Fourierseriers summa &r alltid en periodisk funktion, och i stort sett varje periodisk funktion kan
skrivas som (= representeras av) en fourierseriesumma. Det ligger ndra till hands att soka efter liknan-
de representationer for godtyckligaicke-periodiska funktioner genom att uppfatta dem som gransfunk-
tioner for foljder av periodiska funktioner med succesivt vaxande periodlangd. Figurerna nedan illust-
rerar den idén:
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Funktionen x(t) & = 0 utanfor intervallet —a <t <a, men for dvrigt godtycklig. For x (t), den L-perio-
diska fortsattningen av x(t), gdller da att

lim x_(t) = X(0).
L® ¥

Fourierkoefficienternatill fourierserieutvecklingen av x (t) gesav
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och enligt syntesekvationen har man att
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Om Vi i uttrycket § X(t) e-20it WL git . e2pitn/L sitter 2on/L = w, sA forenklas det till
By
¥
§x(t)e-th dt -awt = G(w).
.
Man fé&r daatt o= ii @% (7.1)

Den summasom vi har har ar ndra dakt med Riemannsummorna som anvands vid definitionen av en-
kelintegral:
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En heuristisk tolkning av gransdvergangen L ® ¥ &r att varje term i summan (7.1) sa nér som paen
faktor 20 svarar mot "arean” av en "rektangel” med "sidorna’ T 2 och G?LQ Den rektangel-
arean approximerar arean av motsvarande omrade mellan G:s graf och w-axeln. Med dkande L blir
rektanglarnasmalare och smalare och approximationerna successivt béttre och daL ® ¥ kommer
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summan att ® 2708 G(w) dw.
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Setter man X(w) = § X(t) eWt g, (7.2)
-y
sdar G(w) = X(w) - ewt och man fé&r
¥
_ 18 iwt
X(t) = P 8 X(w) ewt dw, (7.3
-y

Och vi far det i inledningen namnda formelparet (1.5) och (1,6).1
Syntesekvationen (7.3) kan alltsa sigas uttrycka en " godtycklig” funktion som en linjar kombination

(1& varaen oandlig sidan) av harmoniska svangningar €Wt . Sett p& det séttet anger analysekvationen
(7.2) den "vikt”, X(w), som vinkefrekvensen w har i dennalinjara kombination.

Anmérkning: (Ett mellanspel om variabelval och beteckningar)
Analys- och syntesekvationerna for fouriertransformen blir litet "snyggare” om man anvander sig av variabeln

f:zﬂp i stallet for w, man f&r d&

1 Resonemanget ovan motsvarasi ZC av sidan 595, § 14.3



¥
Q .
X(2pf) :8 X(t)-e2Pift gt (7.2)

—¥
och, med tanke pa att dw = 2p df:

¥
X(t) = § X (2pf)-€2Pift of. (7.3)

v

Kursboken i Ljud- och vibrationslara, i uppslagsverket b och d@ven ZC anvander w -variabeln?, men f-variabeln
forekommer inte sa séllan i annan litteratur. Beteckningarna for de olikatransformerna &r trakigt nog inte standar-
diserade. Har har vi liksom tabellverket b valt att motsvarande stora bokstav far beteckna fouriertransformen till
den "tidsberoende” funktionen, som alltid betecknas med en liten bokstav (X(w) & transform av x(t)). | kurs-
boken for Ljud& vib anvénds fetskriven bokstav for transformen (F (W) & transformen av F(t)).

Andravarianter for beteckning av fouriertransformen som ocksa forekommer i litteraturen ar
F(x) eller FT(x)
X (w) eler % (f).

| dessavarianter framhavs via” operatorerna’ F, F'T respektive ™ att fouriertransformen ”forvandlar” funktioner
("signaler”) till andrafunktioner (”signalens spektrum”). Vill man ytterligare poangtera den egenskapen kan man

skrivat.ex
X(t) %E/;EA® X(f)
for analysekvationen och
4
X(f) 3}4:321— ¥a®  x(t)
for syntesekvationen.
Samma synsétt och liknande beteckningar har man ibland for fourierserierna. Analysekvationen
UL
Q .
Ch = 8 x(t) e2Pint/L dt n=0,+1, +2, ...
-1/L
"forvandlar” signalenx(t) till en talfdljd ¢, n = 0, 1, 2, ... . Om den operationen betecknas FS kan man
skriva
X(t) 3/4'3:/4%/4® G
¥ .
och fér syntesekvationen xt)= & ¢,e2pint

n=-¥

-1
G Y x(t).

Man kan resonerasig fram till formelparet (7.2) och (7.3) pa mangahandavvis. Ett mera direkt forfaran-
de som inte gar omvagen 6ver fourierserierna skissasi nasta avsnitt. Den innehdller ocksa en omskriv-
ning av d-funktionen som &r intressant i sig.

2 Men i ZC definieras fouriertransformen beklagligtvis som X(a) =Q x(t)-e"at dt, med +tecken i integrandens

QOO «

—¥
exponent (sid 601). Detta gor att Xziii-cuienW) = Xvar variant(—W)!



7.1.2 Harledning med hjalp av d-funktionen

« d-funktionen som summa av harmoniska vagor

M
En kontinuerlig motsvarighet till summan & €WK gesav integralen
k=—M
M

Q .
dom = 8 ewt dt,
-M
dar man sa att saga summerar harmoniska svangningar for alla frekvenser i ett visst intervall.

M
FOor summan & €Wn harleddesi avsnitt 5.2.2 att man efter gransbvergang M ® ¥ far likheten:
n=-M

¥ ¥
aewn =2p- 3 dw-2pn), (7.4)
n=—¥ n=—¥

(som &r en likhet mellan generaliserade funktioner).

Litet snyggare blir den formeln om man véljer "varvfrekvensen” f = w/2p som variabel. Man far d&

¥ ) ¥
& epin = 3 d(f—n), (7.4)
n=—¥ n=—¥

Vi skal se att man har en motsvarande relation for integralfallet,

¥
g et dt=2p-dw) (7.5)
-¥
och med varvfrekvensen som variabe
¥
§ e2Pift dt = d(f). (7.5)
-¥

Integralen dyp kan beréknas med standardmetoder:

Forwl Oar
g _géwtg'\/l _ éWM _giwM _ &db_gib bu_sinMw
M ZEiwl, T iw & 2 TENhUE w2

och for w = 0 f&r man den konstantaintegranden 1, varfor vardet blir integrationsintervalletslangd 2M.

Sitter vi dennatill P4 sAfar vi

dp(W)zsmTTZN/Z,déwl 0och=P, daw=0.

3 Obs sambandetd(w/a) = ad(w) om a> 0 (sambandet (4.6).)
4 Observeraanaogin med summafallet, dar P betecknade antalet termer i summan.
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Man kan favisst grepp om hur denna funktion beror av sinatvavariabler P och w genom att gora fol-
jande observationer:

«  Uttryckti varvfrekvensen f = w/2p och for P = 1, f&r vi funktionen S'prf (d&f! 0) och 1 (daf

=0). Den har sinanollstdllen i heltalspunkterna® 0 och vaxlar tecken i alladessaoch® 0 daf
® ¥ . Funktionen har fatt ett sarskilt namn —sinus cardinalis, forkortat sinc:

S‘B]Pf Jdaf? Ooch=1,d&f=0. (7.6)

Dess graf representerar ett slags ddmpad svangning:

sincf=

sincf

. For almannare P f& man, eftersom dp (W) = dp(2pf) = smpl?pf =P S”;;P e P sinc Pf, att

dess graf erhdlls ur grafen for sinc f genom en ”areabevarande” deformation av den typ som
beskrevsi avsnitt 2.8 — en hoptryckning i skalan P i horisontell led och en téjning i skalan P i
vertikal led. Har kommer en skiss av grafen, dér bada frekvensskalorna f och w & markerade.
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Grafen har for storaP en markant topp i origo och svanger med dampning. Dess nollstéllen lig-
ger i punkternaf = £1/P, £2/P, +3/P, ... (resp. w = +2p/P, +4p/P, £6p/P, ... ), d.v.s. dlt tétare
med véxande P.

. Den " areabevarande’ skalningen innebéar att

¥ ¥ ¥
§ dp(w) dw = 2p§ de(2p) df = 2p§ sincf df.
—y ¥ —y

Vérdet av dessaintegraler &r altsd oberoende av P, d.v.s. en konstant.



Med metoder som gar en bra bit utéver de integrationsforfaranden som beskrivsi grundkurserna kan
b

man visa att integralen i det ledet langst till hoger = 1. G Vidare gdller att § dp(W)dw ® 0, daP ® ¥

for dlainterval a £ a £ b som inteinnehdler talet 0. ?

Man kan darfor séga att dp(w) for stora P tycks approximera d-pulsen 2p d(w). Man kan strikt visa att
det faktiskt & sd. Man har det exakta sambandet:

w

7

Wt dt = 2p d(w) (7.5)

QOO

—¥

eler, medw = 2pf och med tanke paatt 2p-d(2pf) = d(f),

7

QOO K

e20ift dt = d(). (7.5)

-y

* Alternativ harledning av analys- och syntesekvationerna for fouriertransformen

Vi vet enligt (1.21) att exponentialfunktionerna €Wt ar egenfunktioner till LT1-systemen, om vi doper
pulssvaret till x(t),

gwt _.} X —p> X(W)-eth,
¥
dar X(w) = g X(t) e7W t dt. Integreras detta med avseende paw, s f& man

¥
¥ ¥
Q . Q :

= t ] | . t
2pd(H) =9 €Wt dw —pp X B 9 X(w)eWtdw.

¥ —¥

Men eftersom insignalen har & en uppskalad d-puls, sd ar utsignalen ett pa motsvarande satt uppskal at
pulssvar:

2pd(t) —p» X - 2pX(1).

5 De primitiva funktionernatill sinc-funktionen kan tyvarr inte uttryckas med hjalp av de elementéra funktionerna, s&
t

Q
integrationssambandet 8 X'(t) dt = x(t) — x(a) & dessvarreinte till ngon nytta har!

a



¥
| badafallen & det fragaom sammautsignal, varfor 2p x(t) = § X(w)-éWt dw och slutsatsen blir:

—¥

¥

7z

1

Om X(w) = g X() et SAmdstex(t) = o-, O X(w)-eWt cw.
¥

QOO K

p
- ¥

7.2 Mer om faltning och fouriertransform

Med faltningen, x+ y, av tva funktioner x(t) och y(t) menas alltsa funktionen
¥
Q

Cey)(®) = 9 X(t) y(t-t)dt.
¥

Man betraktar garna faltning som ett slags multiplikationsliknande raknesztt. Vi raknar upp nagraav de
viktigaste egenskaperna hos faltningen. Man kanner igen manga som analoga med den ”vanliga’ mul-
tiplikationen,

. Faltning ar ett kommutativt réknesatt.
Genom att i integralen substituerat—t mot t (genomfor detta) och sedan byta plats pa faktorer-

nai integranden far man
@
. d-funktionen spelar rollen av en enhet — om man "multiplicerar”, d.v.s faltar, med den sa
" hénder ingenting”: y
(xxd)(t) = § X(t)-d(t—t) dt =x(t), dler
—¥
| xxd=dxx=x| (7.8

. Faltning ar linjar i varje” faktor” , den sa kallade distributiva lagen gdller:

For godtyckligax(t), ya1(t) och y»(t) samt konstanter a; och a, géler

| xx (arys + AgYp) = @u(X* Y1) + ax(% ¥o). | (7.9)

Bada leden kan namligen skrivas
¥

Q
9 X(t) (aayi(t—t) + agyp(t—t ))dt.
¥
Detta kan utan vidare utstréckas till summor med ett godtyckligt éndligt antal termer:

N N
X* & anYn = & an (X*Yyn). (7.9)
n=0 n=0




och, med lampliga krav pa konvergensforloppet6, sa géller motsvarande ocksa for oandliga serier

¥ ¥
X* & anYn= & a (X Yn). (7.97)
n=-¥ n=-¥
Om funktioneny forutom av t beror av en ytterligare parameter, nedan kallad f, sd géller i samma
anda att
¥ ¥
Q Q
XO* Q y(t,f)df= 2 x(O=y(t,f)df. (7.97)
¥ ¥

Bada leden kan namligen skrivas som dubbelintegralen
QQ
88 X(t) y(t—t ,f) dt df.
R2

. Sammansattning av LTI-system och faltningar
Om tva LTI-system sétts efter varandra (seriekopplas), sa kommer det sammansatta systemet
ocksaatt varaav L TI-typ. Man kan fréga sig vilket det ssmmansatta systemets pulssvar da kom-
mer att vara uttryckt i delsystemens pulssvar. Vi reder ut detta:

L&t delsystemens pulssvar varax(t) och y(t) och det ssmmansattas vara v(t). Skicka in signalen
d(t) i det sammansatta systemet. Utsignal fran detta ar da v(t). Foljande diagram visar vad som

héander "pavéagen” i delsystemen:

\Y

d(t) —r— X — X(t) y B V(1) « X(t)

Sammanséttningens pulssvar maste alltsa vara faltningen av del systemens pul ssvar

v(t) = y(t) = x(t) = x(t) = y(t)

. Faltning ar ett associativt raknesatt

Sétter man tre LTI-system med pulssvar x, y och z efter varandra, sa spelar det ingen roll i vilken
ordning uppbyggnaden sker: Systemen

6 Preciserasinte har. For allasignalteoretiskt "rimliga’ situationer & sddana krav uppfyllda.



&r identiska. Enligt foregéende punkt sa har man darfor

| (e y)*Z= xx (y* 2). | (7.10)

Ovningar: (Nedan betecknar u(t) "the unit step function”, dvs. u(t) =1 omt>0och=0omt < 0.)

7.1

1.2

7.3

Berdkna

a eltl« 1, b. €* u(t), c. el u(-), d. eltlxt

e rect(t) * 1, f.  rect(t) * t, g. rect(t) » t2,

h. rect(t) = u(t), (ritafigur!), I rect(t) * rect(t), (ritafigur!)

j.u(t) * u(t), (ritafigur!), k. et * rect(t), | {e-u(t)} ~ e,
m. eltlx gt n. eltlx cost, 0. eltlx sint, p. d(t—1)* d(t-1).

Verifierafoljande dlménnarelationer (a och b & en godtyckliga redlla konstanter):
a d(t—a)* y(t) =y(t—a),

och omx(t) * y(t) = z(t)

b. x(t—a)* y(t) =x(t) * y(t—a) = z(t—a),

C. X(t—a)* y(t—b)=z(t—a-b),

d. x(=) * y(-t) = z(-).

¥
: - o i} . } :
Funktionen x(t) &r sadan att 8 X(t)dt & konvergent. Verifierafoljande almannarelationer.
¥

¥ t
a x(t)* 1= 9 x@)dt, b. x()* u(t) =§ xt)dt,

o

—y —y
och for defall da x(t) dessutom & en jamn reellvard funktion:

c. X(t) * cos (wt) = X(w) - cos (wt), d. x(t) * sin(wt) = X(w) - sin (wt),
(Ledning: Obs att x(t) & jamn och reellvard (om och) endast om X (w) ocksa ar (jamn och) redllvard.)

7.4 Vilkaér relationerna motsvarande demi 7.3c och d om x(t) istéllet & en udda, reellvard funktion?



7.3 Transfor mens egenskaper
De allménna egenskaperna hos den tidskontinuerliga transformen & av samma slag som for fourierse-
rierna (FS). Exempelvis & fouriertransformen ocksalinjar:

ax(t) + by(t) ¥%E%® axw) + bYw) (a och b konstanter)

Behtver man transformera (eller &ertransformera) en linjar kombination av termer saracker det alltsa
att man transformerar varje term for sig varefter man linjarkombinerar resultaten.

Fouriertransformens viktigaste egenskaper finns listade exempelvisi b. Harledningarna & i de flesta
fal réttframma. Exempelvisinses att

omx(t) ar en jjamny funktion, si & ocksa X(w) en jjamny funktion
tuddab ! tuddab !

genom att enligt (7.2)

¥ ¥
Q , )
X(—w) = 8 X(t) edwt (=) dt = éBytt mot—tu= 8 X(-t) edWt dt = éom x jamnu=
¥ ¥
¥
Q : .
=8 X(t) e?Wt dt = X(w), dvs X & jamn.
¥
(a) Dualitet

Sambanden (7.2) och (7.3) & anmérkningsvart symmetriska till sin konstruktion, man sager att de &r
duala: Sarskilt tydligt blir dettaom vi anvander varvirekvensen f som variabel. Analyssambandet (7.3")
tilldampat pafunktl onen X(2pt) —altsa fouriertransformen av x med f-variabeln bytt mot t — ger att dess
fouriertransform &ar

X(2pt) e2pift gt X(2pt) e2PiNt dt = x(-f),

k ocoo. k
k ocoo. x

Om man istédllet byter w-variabeln mot t sa har man forstas en liknande relation, men faktorn 2p dyker
da upp pa annat sétt. Analyssambandet (7.3) ger:

Y ¥
§ X() et dt = § X(t) W)t dt = 2px(—w)
—¥ —¥

Det & naturligt att upprétta tabeller dver funktioner och derastransformer. Set.ex.ib
Dualitetsegenskapen ovan kan i sadanatabell skrivas:

Funktion Transform, w-var. | Transform, f-var.
Om X(t) Z(w) Z(f)
sagdler Z(t) 2p X(—w) x(=f)

Exempel 7.1:

a. Man vill bestdmma fouriertransformen till funktionen x(t) = 11t2 Direkt berdkning viaanaysekva

wt
tionen ter sig svar eftersom integranden —— e saknar elementar primitiv funktion, sa rutinmetoderna

1+t2
for integrall6sning gér inte att anvanda.

10



| en tabell 6ver fouriertransformer (w-varianten) hittar man dock att

2
eall vflue 2
az+w2

(oma>0).
Dualitetsprincipen ger da (valj a= 1 och |&t 1+1V\/2 spelarollen av Z(w)) att

1ert2 TR

b. | entabell av f-typ hade man istéllet hittat att
2a

FT,
e2ll %%%e aZTpiZ (oma>0).

. 2pe—|—W| = p.e—|W|_

Nl =

Dualitetsprincipen ger da att
2 yhde  eaHl=exafi

a2+4p2t2

Specidlltoma = 2p:
a2+24&:>2t2 AR e-alf
é Tia whhe e-20lf],

d.v.s. den sikta transformen &r p-e2plfl.

(b) d-pulser « konstanter

¥
Om x(t) = d(t) sd a X(w) = § d(t) ewt dt = e0 = 1. Dualiteten (obs d & en jamn funktion) ger

¥
omedelbart attom x(t) = 1 sa & X(w) = 2p d(t). Vajer man "varvfrekvensen” f som variabel pa
transformsidan, sa far man den litet snyggare transformen d(f). | tabellform:

Funktion | Transform (w) | Transform (f)
d(t) 1 1
1 2p d(w) d(f)

(c) Forskjutning « multiplikation med harmonisk svangning

Ett par duala allméanna egenskaper &

Funktion Transform (w) Transform (f)
X(t) X(w) X(f)
1. aWot x(t) X(w —Wo)
e2piat x(t) X(f —a)
3. X(t—1o) eWio X (w) e2pifto X (f)

Man har namligen for fouriertransformen av éWot x(t):

11



OOO N K

2 dwet x() €Wt dt =

¥
Q
Q

o

X(t) edW-Wolt dt = X(w—wp),

vilket & péstiendet 1 tabellen. Pastendet 3 & det dualatill 1 (och 2).

K ombineras detta med resultatet i (b) far man

Funktion Transform (w) Transform (f)
d(t—tp) eiwty e2pifto
dWot 2p d(w —wpo)
e2pifot d(f —fo)
Specidlt sagdler for de trigonometriska funktionerna
Funktion Transform (w) Transform (f)
7. [ d(t+ o) + d(t-to) 2 cos(Wtg) 2 cos(2ptof)
8. cos (Wot) p (d(w—wp) + d(w + wp))
0. cos (2pfot) (d(f =fg) + d(f + fp))/2
och
Funktion Transform (w) Transform (f)
éWtO — e—|Wt0 = eZpltof — e—2p|tof =
10. | d(t + to) — d(t—to) 2 sin(wto) 2i sin(2pt of)
11. sin (wot) —pi (d(w —wp) —d(w + wp))
12. sin (2pfot) —i (d(f —fg) —d(f + fg))/2

(d) Skalning med faktor a« skalning med faktor 1/a.
Tidsrevertering « frekvensrevertering

En annan galvdua egenskap handlar om vad som sker med skalning av variablerna: Omtidsvariabelnt
skalasom till at (a > 0), sa skalas bade transformvéarde och frekvensvariabel om med faktorn 1/a. Om
tidsskalan kastas om (tidsrevertering) sa kastas aven frekvensskalan om:

Funktion Transform (w) Transform (f)
X(t) X(w) X(f)
1 x(at),a>0 1X?; 1X§Z
2. ; X g; a>0 X(aw) X(af)
3. x(=t) X(-w) X(=)

Exempelvis gdler for fouriertransformen av x(at);

¥ ¥

Q , , .19 - 1 ::MO
wt = = = == ws /a = = g

8 X(at) e?Wl dt =éSubsta =s,d =ds/al= a 8 X(s) e ds = gfzﬁ

-¥ -¥

12



(e) Pulstdg « Pulstég
Funktionernad(t — n) har enligt ovan transformerna e2Pnf, Summerar man dessa, sa f&r man att

¥
& d(t—n) har transformen
n=-¥

) ¥
4 e2pinf = 3 2pinf = éenligt sambandet (12) sid 21 Arb.matr 3U= & d(f —n)
n=-¥ n=-¥ n=-¥

o

¥
Funktionen & d(t —n) &r altsa sin egen fouriertransform (f-varianten)! Om istéllet w véljs som
n=—¥

y y
frekvensvariabel safar man transformen & d(wW/(2p) —n) =2p & d(w—2pn)

n=-—¥ n=-—¥
Funktion Transform (w) | Transform (f)
¥ ¥ ¥
1. & d(t—n) 2p & d(w—2pn) & d(f—n)
n=—¥ n=—¥ n=—¥

Sampling vid tidpunkternat = nT svarar mot multiplikation med den generaliserade funktionen

¥ ¥ ¥
A dt—nT)= & d(TUT—n) = &y = dyal=T & d(UT —n).

n=—¥ n=—¥ n=-—¥
Transformen for denna funktion & enligt skalningsegenskapen (a = 1/T):
Funktion Transform (w) Transform (f)
¥ ¥ ¥
2. a ditT —n) 2p & d(w—2pn/T) a d(f—n/T)
n=—¥ n=-—¥ n=—¥
¥ ¥
v 2p & d(Tw—2pn) = 4 d(Tf—n) =
3. a d(t—nT) n=-¥% n=—¥
n=-¥ ¥ ¥
2p/T & d(w—2pn/T) UT & d(f—n/T)
n=—¥ n=—¥

(f) rect « sinc
P2

Q . o : o
Integralen dp(w) = 8 Wt dt, som beraknades avsnitt 7.1.2, & ocksa en fouriertransform?, namligen

—P2
den av enfunktionsom & = 1i intervalet -P/2 < t < P/2 och = 0 f.6., d.v.s. av funktionen rect (t/P).
Enligt berékningarna avsnitt 7.1.2 sa har man:

7 Obsatt ds(W) & en jamn funktion.
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Funktion Transform (w) | Transform (f)
1 rect(t/P) Psinc (Pw/(2p))| P sinc(Pf)
Specidlt 2. rect(t) sinc(f)
3. | rect(t/(2p)) 2p sinc (W)
Dualt 4. sinc(Pt) | L rect (wi(20P) | & rect(tP)
och 5. | sinc(¥(2p)) 2p rect(w) 2p rect(2pf)
6 sinc(t) rect (w/(2p)) rect (f)

(9) Steg- och signumfunktionerna

Ett intrikatare problem &r att berékna transformerna for stegfunktionen:

ut)=1,omt>0samt=0,omt<0

och den bed &ktade signumfunktionen:

sign(t) ={1,omt>0samt=1omt< 0} = 2u(t) — 1.

For kdnnedom meddel as att man kan visa att

Funktion Transform (w) Transform (f)
1 1 1
t = L 4=
u(t) ¥ + p d(w) 2pif +2d(f)
; 2 1
t £ -
sign(t) iw pif

(h) Multiplikation « faltning
De komplexa exponentia funktionerna dr, som vi sett tidigare, egenfunktioner till LTI-systemen
med fouriertransformen for pulssvaret som egenvérde. Eller uttryckt med hjélp av faltning:
X(t) * dwt — X(f) gwt
y(t) + €Wt = Y(f) et
Later vi Z(w) stafor transformen av x(t) * y(t), sahar vi (for fixt men godtyckligt w och variabelt t):
Z(w) - @Wt = (x(t) = y(t)) * Wt = éAssociativalagen for faltningll =x(t) * (y(t) » dwt)
=x(0) * Y(w) - €Wt =Y(w) - (x() » eWt)
= Y(w) - X(w) . éwt
Division med faktorn Wt ger resultatet
Z(w) = Y(w) - X(w) = X(W) - Y(w).
Faltning av tvasignaler svarar altsdmot multiplikation av deras fouriertransformer!

Funktion Transform (w) Transform (f)
1. (x* y)(t) X(w)-Y(w) X(f)-Y(f)
2. Dualt x(t)-y(t) le(X* Y)(w) (X* Y)(f)
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(i) Derivering « multiplikation med variabel

¥
Deriverar man analysekvationen far man X (1) = § iw X(f) ewt dw
¥
dér man avlaser att derivatans fouriertransform = iw X(f):
Funktion Transform (w) Transform (f)
1. gt X(1) iw X(w) 2pi f X(f)
. d i d
2. Dualt tx(t) i dTvX(W) 2 df X(f)
For hogre derivator far man motsvarande:
Funktion Transform (w) Transform (f)
1. gtg" X(1) (W) X(w) (2pi )NX(f)
2. Dualt " x() in a7 g g dn
™ awn W) ong g X(P
Av sarskilt intresse &
(j) Funktioner med rationella fouriertransfor mer
Funktion Transform (w) Transform (f)
1. D&nhdta 3 0 d™(t) (iw)" (2pi )"
2.D4da>0 t 1 1
eu( atiw a+ 2pif
3.ochnhetds 1| e o 1 1
(n-1)! (a+iw)n (a+ 2pif)n
4D&a<0 (s 1 1
eu-) a—iw a—2pif
5.ochnhetas 1| e o L e
(n=1)! (a+iw)n (a+ 2pif)n
6. signt E i
iw pi f
7.Danhetas 1 | "t 2 2
(n-1)1 S9N (iw)" (2pif"
8.Dda>0 galt| _2a _2a
a2 + W2 a2 + (Zp f)2
9.D&a>0 ealtl signt _ 2w _ At
J a2 + w2 a2 + (2pf)2
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Andra rationella funktioner kan man atertransformera genom att kombinera informationen i tabellen
med partial bréksuppdel ning, linearitet och forskjutningsegenskapen (c) ovan:

Exempel 7.2

2
a Bestamx(t) SAatX(W) =, ;"WZ T

Losning: Namnaren har nollstéllenaw?2 = —1 och w2 = —2 och kan darfor faktoruppdel as:
WA+ 3w 2+ 2= (W2 + 1)(W2 + 2).
Partialbréksuppdelning ger
w2 _ 2 1
WA+3w2+2 w2+2 w2+l
Lé&ter vi parametern a i (j8) ovan spelarollen av \/2 respektive 1, s ger tabellinformationen att det forsta

bréket & transform av 2- 2\1/_2 e—\/_ZItI och det andraav % et Man far
1 oo 1
x(t)—\/_ze- ft 2e-ll.

1

b. Bestam X(t) sﬁatt X(W) = m

Lésning: Kvadratkomplettering av ndmnaren ger (w + 2)2 + 1. X(jw) har altsd formen Y(i(w + 2)) dar
o1 o
Y(jw) = w2l Man har da

+1
1 y 1
w2l AAne 5 el
. . . 1 '|'_1 . 1
och viaférskjutning W+2)2+1 Flve  dl-t 5 el =x().
) . _ 1
C. Bestam x(t) sa att X(w) = W2_BW —6i

Losning: Pavanligt sitt bestammer man nollstéllenatill andragradspolynomet i namnaren. De &rw =
—2i ochw = =3i. Namnaren kan darfor skrivasi(w + 2i)(w + 3i). Partial bréksuppdelning ger

1 1 1 1

W2 —Bw—6i  IW+2)(W+3) ~ w+3 T w+2i°

Vi f& . Fle &3t u(t)
ol Fhe  exuy
varfor X(w) 34):3/:!_3/:%) x(®) = (€3 —e2) u(t) = i e0-3t e sm : Z ((;
w4+ 1

d. Bestamx(t) sa att X(w) = WEEE
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Losning: Namnarens grad & inte |agre an téljarens. Division med rest ger da omskrivningen

w4+ 1 2
=W2 — |
Wl oW 1+ W2+ 1 (Kontrolleral)
Enligt (j1) och (j8) har man
-1
w2 e —di(
-1
1 dve  d
-1
22 . dve el
wé+ 1
Detta ger att X(t) = —d”"(t) — d(t) + e,

Ovningar:

7.5 Bestam fouriertransformen med f som variabel av sinc?(t) genom att anvanda tabellen vid (f) ovan
och produkt-faltnings-sambandet j. (Se ocksa dvning 7.1i ovan.)

7.6 a. Hérled (j4) genom att kombinera (j2) och tidsrevertering (d3).
b. Harled (j9) genom att kombinera (j2) och (j4).

7.7 Anvand tekniken med uppdelning i partialbrak for att bestémma funktionerna x(t) som har
foljande fouriertransformer:

a L. b oowr
wA + 5w2 + 4’ owA+5w2+ 4
iw i
C. ———5 d. ,
w4 + 5wW2 + 4 w3 + 9w
w2
€. W2 + o
(k) Transform av primitiv funktion
t t ¥
Den primitiva funktionen y(t) :§ X(t) dt kan ses som en faltning: § X(t ) dt =§ xt)ut—t)dt =
—¥ ) —¥ —¥
(x* U)(t), Dess transform ar alltsa X(w)- gﬁv +p d(w)gz XI(V"VV ) 4 pX(0) dw).

(1) Sampling med sampelavstand T « (1/T)-periodisk fortsattning

Om en signal x(t) samplas vid tidpunkternat = nT,n = 0, +1, +2, ..., sa ges (se 8§4.3, sid 23) motsva-
rande sampelfunktion av

Xsampel (t) = X(t) - 3 d(t—nT).
=¥

Eftersom enligt (€3) med f som variabd:

¥
4 d(t—nT) AAR %

n=-¥ n

o

d(f— /)
¥
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och produkt svarar mot faltning, sa & sampelsignalens transform:

1 ¥ 1 f 1 ¥
Xsampel () = X(f) * T & d(f —n/T) = T a X(f) *» d(f—n/T) =T & X(f=n/T).
n=—¥ n=—¥ n=-—
Man ser hér att om frekvensvariabeln f anvands pa transformsidan:
Funktion | Transform (f)
X(t) X(®)
1. Sampling av x(t) med sampelavstand T 1/T-periodisk fortsattning av /T - X(f)
2. Dualt L-periodisk fortséttning av x(t) Sampling av /L -X(f) med sampelavstand 1/L
Med vinkelfrekvensen w som variabel far man det mindre symmetriska
Funktion Transform (w)
X(1) X(w)

3. Sampling av x(t) med sampelavstand T 2p/T-periodisk fortséttning av /T - X(w)
4. Dualt L-periodisk fortséttning av x(t) Sampling av 2p/L -X(w) med sampelavstand 2p/L

Vid sampling &r alltsa transformens véarde for en frekvens f (alt. w) proportionell mot summan av
vardenaav X i de¥ manga frekvensernapa avstandet n/T fran f (alt. 2pn/T). Dessa olika X-varden kan
altsd inte sérskiljas om man bara kénner till Xsampel-
Exempel 7.3: Vilken & den 1-periodiskafortsittningen av x(t) = sinc t?
¥ ¥ o _
Attdirekt summera § sinc(t—n)= § W ter sig som en svar uppgift.
n=—¥ n=—¥

Om man istéllet noterar att
sinct 3/4!7_43/_4® rect (W/(2p)),

¥ .
sA utsager sambandet (1.4) ovan, att fouriertransformenav & sinc (t—n) & samplingenav 2p rect%%
n=—¥
med sampelavstandet 2p. Men
o0 rect2V0 - | 2p, om|t|<p,
PIe%%ps~ 1 0, om|t[>p,

varfor sampelvardet for w =0, & = 2p, medan dlaaladvrigad = 0.

2p 2p rect (w/(2p))
W
P P ; , L P o=
~4p  2p P p 2 4p
2p d(w)

Vi har dltsa

¥
& sinc (t—n) %5 e 2pdw),
n=—¥
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-1
eftersom 2p d(w) FA:J%® 1

sAmedfor detta att Sl nc (t—n) = 1 (konstant!) n

|| QJQ.K

7.4 Fourierserierna som specialfall av fouriertransformen

Fouriertransformen handhar i princip allatyper av signaler. Fourierserierna daremot handlar bara om
periodiska signaler. Man kan d& misstanka att fourierserieteorin &r ett speciellt fall fouriertransform-
teorin. Att safaktiskt ar fallet kan man inse sa hér:

Varje L-periodisk funktion x(t) & den L-periodiska fortsdttningen av funktionen:
, x(t) om |t|<L/2,
X(®) = i 0, om|t|>L/2.
Enligt 4:e punkten i tabellen i (I) ovan kommer fouriertransformen X(w) att vara samplingen av

% Xo(w) i punkternaw = %‘ ,n=0,%1,+2, ...,dv.s

¥
Xw)= & <P Xo(2pniL) dw-2pniL),
n=—¥
Sanar som pa en gemensam faktor 2p, saar denn:te koefficienten i detta pul stag,
L/2
a2pnd_1 9 -
L X8 =P ==L 8 X(t) e2pPintlL dt = ¢,
-L/2

tydligen identisk med den n:te fourierseriekoefficienten for x(t)
Syntesekvationen (7.3) for fouriertransformen ger sedan

X(t) = 2p 0 2p 3 Cy d(w — 2pn/L) €Wt dw = 3 Cné_% d(w—2pn/L) éWt dw =
n=-¥ n=—¥ -
%)
¥ .
= & c, epitn/L
n=—¥

vilket & syntesekvationen for fourierserier.

7.5 Parsevalsrelation for fouriertranformer.
For signaler x(t) dar

¥
Q
IX®IZ="g [x®]2dt

—¥

& konvergent —d.v.s. de som har en (andlig) total energi® —kan man ocksavisaen”Parsevalsk” rela-
tion. Speciellt enkel & den om frekvensvariabeln f véljs pa transformsidan:

8  Allafunktionernasom vi betraktar i den matematiska modellen fér signalteorin & inte av det slaget. Exempelvis &
den totala energin hos konstanterna® 0 och hos d-pulserna inte éndlig och inte heller hos periodiska funktioner i
almanhet.
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"Vektorns langd” i kvadrat = ”Summan” (Ias integralen) av beloppskvadraterna pa ” koordinater-
na” X(f),

¥ ¥
8 Ixol2dt=IxOI2= § IXOI2dr (7.14)
—¥ —¥
For w-variabeln far man istéllet
Y Y
Q 19 ,
2 = = 2
Q IXVIZdt =55 8 IXW)|2 dw (7.14')
-y ¥

Exempel 7.4

For funktionen x(t) = rect(t) & normkvadraten (totalenergin)
¥ 1/2
Q Q
IX©OI2= g Ix®|2dt="Q 12dt=1,

¥ ~1/2
och vi vet (se §7.3(f)) att X(f) = sinc . Parsevals relation uts'a'ger daatt
¥

Q Q sin?pf
— 2 — 2. —
= I XD|| o sinc<f df = o 0272 df.

—¥

Efter litet hyfsning (sétt pf = t) kan detta skrivas:

3% o=

—¥

Ovningar : (u(t) betecknar enhetsspranget. Anvand garnatabell)
7.8 Berdknafouriertransformernatill

a e2t-1) ut-1), b. e2t-1], c. d(t+1)+dt-1)

d. %[{ u(=2-t) + u(t-2)}, e sin(2pt+ p/4), f. u(t) edcosht,a>0,
¥

g. e3ltlsin 2t, h. & ad(t—nT),|a|]<1,T>0,

n=0

i. tu(t) et cos4t, t.ex. genom att anvanda resultatet fran uppgift f.

7.9 Bestdm de signaler som har fdljande fouriertransformer

a. 2pd(w) + pd(w —4p) + pd(w + 4p), b. = rLVBEV;r: ) ’

C. cos (4w + p/3).
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7.10 Signaenx(t) har transformen X(w). Uttryck féljande funktioners fouriertransformer i X(w):
a yi(t) =x(1 -1 + x(-1-1),

b. yo(t) = x(2t - 8),
c. y3(t) =xX"(t-8)
7.11 Vilkasignaler har féljande fouriertranformer:
a Yi(w) = u(w—1) —u(w—2), (u & enhetsspranget),
b. Yo(w) =cosw - sin 2w,
¥
c. Ys3(w)= & 2 d(w-n).
n=0
7.12 Anvand det faktum att

et w5 e %
1+w
for att bestdmma fouriertransformernatill:

a te-tl,

4t
"(A+12)2

- (Ledning: Anvand dualiteten hosFT.)

7.13 Berdkna (rect t) = (cos 2pt + cos t) genom att forst fouriertransformera faltningen, forenkla
resultatet och sedan atertransformera.

7.14 Bestdm signaen x(t) om man vet att
X(w—1) + X(w + 1) = G(w), dar
i2 om|w|<2,

G(W):%O, om|w]|> 2.

7.15 Léatx_(t) varaden L-periodiska fortsattningen av sinct,
¥
x ()= & snc(t—nL).
n=—¥
a. Vefieraatt x (t) =% (konstant)y om0 <L <2
b. Verfieraattx () = - d+2 coszft%, da2<L <4,

(Ledning: Anvand samma metod som den i exempel 7.3.)

7.16 Ett idedlt |3gpassfilter har den egenskapen att det &pper igenom en signals alla frekvenser w upp
till en vissnivaL med of6randrade amplituder, medan de hogre frekvensernainte slapps igenom
als. .
a. Om x(t) har fouriertransformen Xw), uttryck med hjap av rect-funktionen transformen X (w) for
den filtrerade signalen x_ ().
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b. Bestam X (w) dax(t) = et u(t). u(t) = "enhetsspranget” (Heavisides funktion).

c. Hur stor andel av signaens energi géar forlorad vid filtreringen? Ge en formel for dettai det all-
mannafallet och tillampa den padet speciellafallet i b-uppgiften.

d. Verifieraatt den andelen for stora L approximativt & :p2L for fallet i b-uppgiften.

e. Vilken & den filtrerade signalen for signalen i b-uppgiften? Svaret far innehdlaintegraler.

7.6 . Litet om approximation av fouriertransformer, en orientering

| enideal véarld skulle fouriertransformen av en signal x(t) som man vill studera kunna beraknas enligt
sin definition:

¥
§ X() eWt dt
¥

| redliteten ar X(t) néstan adrig helt kand — dels kan man kanske inte iaktta signalen under helasin var-
aktighet, dels detekteras signalen inte i kontinuerlig tid utan bara vid vissa sampeltidpunkter. Man
behdver darfor rent allmant gora en analys hur dessatvai nskrankningar (trunkering respektive samp-
ling) paverkar mgjligheterna att skaffafram goda approximationer till X(w). Fragestallningen &r inte
aldeles enkdl, sd den analysen blir har i stor utstréckning informell.

X(w) =

I. Trunkering

Med hjalp av rect-funktioner kan vi koncist beskriva trunkeringar. Om signalen x(t) "klipps av” ge-
nom att den baraiakttasi intervallet —-P/2 < t < P/2, sd kan den trunkerade signalen %p(t) skrivas

Xp(t) = X(t) rect (t/P).
I1. Sampling

Samplasen signal x(t) vidtidernat = nT,
n=0+1 %2 .. akan motsvarande
sampel varden sammanfattasi ett pulstég

¥ &2y 0
Xs(t) = & x(nT)d(t—nT) = x(t)- é a dit- nT)%,

n==¥ —¥

som i figuren ovan. Lagg marke till att g(t) & produkten av x(t) med en speciell funktion som &r
oberoende av x(t) — enhetspul stéget

¥
& d(t—nT).
n=—¥
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A o Samtidigt kan funktionen %(t) = T-Xg(t)
for sma T uppfattas som en slags app-
/}(/ roximation till x(t). Man har namligen for
xa  |xo| |« godtyckligaintegrationsintervall (se figu-
Tﬂ(x(—:ﬂ') o X(2T) ﬁQ/‘ ren):
_aT _oT -7 T oT .

QOO

T&s() dt= T§ x(nT) d(t—nT) dt= & T X(NT) » éRiemannsummatl » § x(t) dt.

Detta kan tolkas som att medelimpulsena for de béda signaernax(t) och Xr(t) Gverensstammer val dver
godtyckligaintervall (om T &r tillrackligt litet).

[11. Trunkering och sampling

| merarealistiskamodeller for uppmaétning av signaler bade samplar och trunkerar man. Om signalen
samplasvid de2M + 1 tidpunkternat = nT,n = 0, 1, £2 ,..., M, sd kan métningarna beskrivas av
pulstaget

M
Xrp®) =x(®) -T- & dt—nT),
n=-M
dar P fa&r stafor trunkeringsintervallets 1angd,

P=NT, dar N=2M + 1 & antalet sampel.

Nér det géller den formelméassiga beskrivningen har vi sasmmanfattningsvis.

Exakta signalen
X(t)

“I

I. Trunkerad signal I1. Samplad signal

%(t)

X(t)

7 T >t A >
P12 'P >H2 wogT2rTl T ooTar
. ) ¥
X(t) » Xp(t) = X(t) - rect(/P) X(t) » %) =x() - T- & d(t—nT)
n=—¥

n=0, x1, £2, ... (Oandlig summa)

[11. Trunkerad och samplad signal

M
re(t)T XO) »Xrp)=x(®) -T- & dt—nT) =

n=-M
— M
—MT Tl T M - ! =T- & x(nT) d(t—nT),
=  p _— > n=-M . )
P=NT,N=2M+1 n=0,£1, £2, ..., +M. (Andlig summa)
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Fouriertransformerna for Xp(t), Xr(t) och %t p(t) kan misstankas approximera fouriertransformen for
X(t) —i varjefal om P ar "tillrackligt stort” och T & "tillrackligt litet”. Sambanden ovan kan anvéndas
for att narmare analysera hur parametrarna T och P paverkar det hela.

For detta & det nyttigt att hdllafoljande faktai minnet.9

Xty %T%E® X0+ Y,
X+ y) %E%® X0 Y,

dit-a) %7%®@ e2oiaf
¥ ¥
T. adt-nT) %ZY%e & di-nm),
n=—¥ n=—¥

rect @P) %T%® P sinc (P,

Fall I. Fel fran trunkering

Manhar  %(t) = X(t) - rect(t/P) AARC Xp(f) = X(f) * P sinc (Pf)
¥
= 8 X(f—j)Psinchj d.

¥
En heuristisk tolkning av uttrycket for transformen kan se ut sa hér: Nyssnamnda faltning kan ses som
att man ersétter X(f) med ett glidande medelvérde déar funktionen P sinc P(j ) anger vilken "vikt” man
ger det funktionsvarde i punkten som ligger j enheter ifran f.(10 Eftersom P sinc P(j ) for stora P
vasentligen & O barai narheten avj = 0, sA kommer man da att bilda ett slags mycket ”lokala”

medelvarden — grafen for 5<p(f) blir en ”blurrad” variant av grafen for X(f).

Pa grund denna medel vardesbildning kan felen forvantas bli stérrei punkter dar X(f) varierar kraftigt &n
I punkter dar X(f) & relativt konstant.

Eftersom 1/P &r ett métt pa bredden hos huvudioben hos vikts- P
funktionen — dessnollstéllen nérmast origo & +1/P — kan man
via den parametern fa en uppfattning om hur néra tva frekvens
toppar kan fa liggafor att de efter medelvardesférfarandetfortfa-
rande skall ga att " kannaigen”. Storheten 1/P tas som ett ingen-
jorsméssigt métt pa frekvensuppl Gsningen.

=iy { s n sl

Om man exempelvis vill méta upp frekvensen hos en ton med en g L amn'
onskad noggrannhet_ pa 0,01 Hz sa boér métningens varaktighet '
atminstone varabortat 1/0,01 = 100 sekunder. Nollstéllen: +1/P, +2/P, +3/P, ...

9 Vi foredrar hér att anvanda varvfrekvensen f i stallet for vinkelfrevensen w, f = w/(2p).

¥ ¥
. Q 9
10 Obsatt vi vet att 8 Psinc Pj d :8 sincj d =1.
—¥ —¥
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Fall Il. Fel fran sampling

¥ A ¥
Harharvi %) =x® -T- & dt-nT) %%%® N(M=XD* & df-nT)=
n=—¥ n=—¥

¥
= & X(f-n/T).
- n=—¥
Detta betyder att X(f) exakt & den 1/T-periodiska fortséttningen till X(f).

For bandbegransade signaler (sddana dar X(f) = 0 utanfor nagot andligt frekvensintervall |f| < B) kan

¥
man for tillrackligt storavarden pA /T (3 2~ B) exakt rekonstruera X(f) ur summan & X(f — n/T).
¥

n=—

Man har ju att X(f) = 5(T(f) for f inom bandet och = 0 utanfor.

For signaler som inte & bandbegransade, men dér spekiret avtar "snabbt” mot 0 daf ® +¥, sihar
man istéllet att X(f) » X7(f), for "mattliga’ f.

De felaktigheter man fér d&, héror frén termerna X(f —n/T),n* 0, i summan. Man kan alltsa for ett visst
f-varde utifran enbart X1(f) inte skilja pa X(f):svérden i de olika frekvensernaf — n/T, n = +1, £2, ... .
Detta & den sk. aliaseffekten. Denna blir — aterigen forutsatt att X(f) avklingar "snabbt” mot 0 —
mindre uttalad ju mindre sampel avstandet .

Sampelintervallet T kan enligt detta valjas genom att man forst bestammer en ”bandgrans’ B ovanfor
vilken signaens frekvenser kan forsummas,11 sedan tar T < 1/(2B).

Fall I11. Fel fran trunkering och sampling
Den approximation till x(t) mani dettafall arbetar med &

M
X(t) » Xrp(t) =x(t) - T+ & d(t—nT),d&rP=(2M + 1)T=NT. (12
n=-M

Man astadkommer det uttrycket genom att man forst multiplicerar x(t) med rectp(t) (d.v.s. bara betrak-

¥

tar sgndeni tidsintervalet P/2 £ t £ P/2) och sedan multiplicerar med T - & d(t— nT), (d.v.s. samp-
n=—¥

lar med sampelintervalet T) eller vice versa. Faltningssatsen ger da att

5 2 - !
Xrp(t) ¥%¥a¥a® X(f)* PsincPf » & d(f—n/T)
n=—¥

X p(f) &stadkoms allts utifrén X(f) genom en medelvardeshildning (faltningen med P sinc Pf) &tfoljd
¥
av en U/T-periodisk fortséttning (faltningen med & d(f — n/T)) eller vice versa.

- - n=_¥
Vi har vidare att

¥
Q Q
11 Exempelvis kan man tillse att energiandelen, 8 X (F)|2cF /8 IX(f)|2cF, som ligger utanfér bandet héller sig
fl > B ¥
under n&gon godtagbar grans.
12 Noteraatt N dltid &r ett udda heltal i detta sammanhang.
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M ~ M .
o) = T- & X(T)d(t—nT) %5%® Xrpf)=T- & x(nT) e2pinTf
n=-M n=-M

Som approximation till fouriertransformen X(f) far vi altsa forsta hand detta summauittryck for XT,p(f).

Storheterna P (trunkeringsintervallet) och T (sampel avstandet) valjer man lampligen enligt principerna
beskrivnai de badafallen ovan.

Med tanke pa att uppl6sningen &r av storleksordningen 1/P &r det rimligt att berékna summan bara for
frekvenser i sampel punkter pa avstandet 1/P fran varandra, t.ex. f = k/P, k heltal. Och eftersom alias-
effekten kan gorasig gdllande for frekvenser |f| > 1/(2T) = N/(2P), sa bor k véljas sa att

|kJP < NI(2P) = (2M + 1)/(2P), dvs. k| < M.

Man har alltsd att berédkna de N summorna

~ M .
Xrp(klP)=T & x(nT) e2Pink/IN k=0, +1, ..., =M (13
n=-M

vilka sedan tjanar som approximationer till X(k/P). Denna procedur transformerar tydligen talfoljden
X(nT),n=0, £1, ..., *M till talfdljden X7 p(k/P), k=0, £1, ..., =M.
Proceduren, bortsett fran faktorn T:

M .
XK = & x(nT) e2Pink/N k=0, +1, ..., +M, N = antalet termer i summorna,
n=-M
gar under namnet den diskreta fouriertransformen (DFT:n).

DFT:n storabetydelse ligger i, att den kan beréknas med ett andligt antal rékneoperationer. Det & den-
na transform som i praktiken berdknas ndr man bearbetar samplade och trunkerade signaler i maski-
nellt i datorer. De andra bada fouriertransformerna (FT, FS) kréaver att man berékningar oandliga serier
eller integraler. Dessutom forutsétter de att man kénner signalen under kontinuerlig tid, vilket man i
realiteten adrig gor.

| redistiskafall & talet N mycket stort — 100 000 eller mera & inget ovanligt — varfor raknearbetet anda
kan bli betydande. En viktig innovation gjordes for inte sa lange sedan (Cooley och Tukey, 1965). Man
konstruerade en ber&kningsalgoritm for DFT:n — Fast-Fourier-Transform — som gor det mgjligt att
nedbringa antalet nddvandiga rékneoperationer avsevért:

Anvander man transformationssambandet i DFT:n rétt upp och ner, sa behtver man gora N st multipli-
kationer for varje koefficient, d.v.s. sasmmantaget N2 multiplikationer. Cooley och Tukey utnyttjadeen
omskrivning av transformationssambanden, som for det fall att N = N, - N,, gor det mgjligt att komma
undan med N-(N, + N,) multiplikationer. Bast fungerar algoritmen om N & en 2-potens. Antalet
multiplikationer blir da (hdgst) 2N log,N. For N = 1024 = 210 exempelvis, kraveren rakt-upp-och-
ner”-berakning i allmanhet fler an 106 multiplikationer, medan FFT behdver hogst 2-:1024-10 » 2-104
— en besparing pa nérmare 98%! (14

13 Obsatt Tk/P = k/N.

14 Den Cooley-Tukeyska omskrivningen & dock inte alldeles " ny”, den utnyttjades redan under 1800-talets forsta halft i
andra, men bed &ktade sammanhang av Gauss.
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Svar till évningar na:

71. a 2, b. €, c. et d. 2t
1
2, L
e 1 f. t, g t +12,
i1, omt>1/2,
h. ft+ 12, om|t|£1/2 i, 1—|t|,om|t|£ 1, Oannars
to, omt<-1/2,
it omt3 0,y
i H o =1t. 2 _a1/2
J. o, omt<0,% t-u(t), k. (eV2—-el2)et,
. e, m. dt n. cost, 0. sint,

p. d(t—2).

74 X)) * cos(wt) =i X(w) - sin (wt) och x(t) * sin (wt) =— X(w) - cos (wt).
(Obs att x(t) & udda och redllvérd (om och) endast om X(w) & (udda och) imaginér, d.v.s. har realdel = 0.)

75. 1—|f|,om]|f|£ 1; 0 annars.

77 a %e—ltl—%ze—thl, b. —%e—|t|+%e-2lt|, C. %e-zltl—ée-ltlgsignt,
d 55 @IU-Dsgnt, e dp-5edtl
eiw 4w
78 a m, . m, C. 2 COSW
d. —2isinw, e. p{eP/4d(w—2p)+eP/A4dw+ 2p)}
:\/p_z{(l—i)d(W—Zp) + (1 +i)d(w + 2p)}
(Ledning sin (at + p/4) = —2i (dP/4 dat _ep/4 g-iat))
at+tiw _ : :
m, (Ledning: Transformer t.ex u(t) e@ och cos bt, enligt faltningsegenskapen & svaret
1/(2p) = fatningen av dessa transformer. Obs ocksa att x(t) * d(t—a) = x(t — a).)
g. 3 & 1 - 1 9 (Ledning: Transformera e3Itl och sin 2t var fér sig, anvand

sedan faltningsegenskapen med faltningen patransformsidan.)

1 . . . . .
h. —————=. (Ledning Transformeratermvis. Man f&r en geometrisk serie som kan summeras.)
l1-aetwT

(2+iw)?-16 . N .
@2+ iW)2 1 6)2' (Ledning: Derivera patransformsidan.)

(

79 a 1+ cos(4pt), b. €2Pit rect(t/6). (Ledning: Givnatransformen = 6 sinc (3(w —2p )/p.)

C. 3 (ePIBd(t—4)+ePiBd(t+4)).
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7.10 a Yi(W) =2cosw X(-w), b. Yo(w)= % edw X(W2), c.  Ya(w)=-w2eBw X(w).

711 a yi(t) = le &3IU2 sinc (t/(2p)) = it/2 3 T)tt/ 2 (Ledning Y, (w) = rect (W —3/2).)

b. yo(t) =(d(t+ 3) —d(t—3) +d(t + 1) — d(t—1))/(4). (Ledning Anvénd t.ex. Eulersformler.)

_11
712 a (1_:“\:\’,"2)2, b. —2piwelwl

7.13 2sin(1/2) cost. (Obsattsinc1=sinc(-1) = 0 och att sinc (1/(2p)) = sinc (<1/(2p)) = 2sin (1/2).)

7.14 FZ) sint . (Obs att G(w) = 2 rect (w/4). Ett mellanresultat: 2 x(t) cost-ﬁ sinc (2t/p).)

716 a X (w)= X(W) ‘rect (W/(2L)).
b. X (w)= 1 +IW - rect (W/(2L)).

I><(W)I2 dw
) 2 2 1
respektive 1 —5 actanL = 5 arctan L

| X(w)|2 dw

o
=
I
ocoOo k|- coo.~

|
w

d. Anvéand t.ex. MacLaurinutvecklingen: arctans = s + O(s3). Sétts = % i denna.

¥ t
L. Ltu LQ . L(t=t) L Q . Lt
) = * i— 9 —Q =— 0 (t—t) — =
e x () =x() }p p% etsinc dt e e sinc D dt
-y
t t d sinlLt
L et @ gneta =1 tQ Sin
—pe—getsmcpdt—pe—g i dt
-¥ -y
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