I nstitutionen for matematik

KTH

For Kursen 5B1207

Liten formelsamling

Speciella funktioner

Sprangfunktionen (Heavisides funktion)

i1, omt>0,

u(t) = {

0, omt<O.
S gnumfunktionen

. i 1, omt>0,
signt =
J Ll, omt<O.

Rektangel funktionen

i1, om|t|< 12,
rectt =1
+0, om|t| > 12

Faltning

7

(1) = y(t) = @ x(t—1t) y(t) dt

k ocoo .k

X(t) * d(t —a) =x(t—a)
Allmannare

x(t) * d(t —a) = x(N(t —a)
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Fourierserier och fourierintegraler

Fourierintegraler:

¥
X(t) = le § X(w) éWt dw, (Syntesekvation)
iV
¥
X(w) :§ x(t) e"widt, (Analysekvation)
¥
x *
O XOI2dt= = B [X(W)|2 dw (Parsevals relation)
0 2p 0
¥ ¥
L-periodiska fourierserier:
¥ .
Komplex variant: X(t)= & c,epiniL, (Syntesekvation)
n=—¥
Cn :% § X(t) e=2pintL g, (Analysekvation)

<L>
<L> stér for vilket som helst intervall av langd L.

¥
% X(®)]2dt= & |cnl2 (Parsevals relation)
n=—¥

QOO

<L>

-

Reell variant for reella x(t):
¥
x(t) = 3 + & (an coS (2pnt/L) + by sin (2pntiL)).

n=1

an= § X(t) cos (2pnt/L) dt, by, =
<L>

—InN

§ X(t) sin (2pnt/L) ct.
<L>

Samband mellan de komplexa och de reella koefficienterna (n3 0, bg = 0):
an,=2Rec,, by=—2Imgc,,

—ib +ib
Cn:an2 n1C_n:an2 n

s

=
| o

1 EVE
2 dr = =Y =
xOI2dt="g- + 5

L (lan|2 + |bnl2) (Parsevals relation)
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n
<

—~

>



Fouriertransformer

Allmanna egenskaper:

Funktion Transform
Oom x(t) Z(w)
& Z1) 2p-x(-w)
x(t) X(w)
eWol X(t) X(W —wp)
X(t —1to) eWlo X (w)
1 a0
x(at),at 0 1a]* &g
X(=t) X(=w)
(x> y)(t) X(w)-Y(w)
X(1) (1) le (X* Y)(w)
gt x(t) iw X(w)
tx(t) i d%VX(W)
fgg X(1) (iw)" X(w)
0 x(t) in d(\j,\r,]n X(w)
Sampling av x(t) med 2p/T-periodisk fortsdttning
sampelavstand T av UT - X(w)
L-periodisk fortséttning Sampling av 2p/L-X(w) med
av X(t) sampelavstand 2p/L




Soeciella transformer

Funktion Transform
d(t) 1
1 2p d(w)
d(t —to) el
aWwot 2p d(w —wp)
d(t —tg) + d(t + to) eWh + Wl = 2 cog(wt )
cos (Wot) p (d(w —wp) + d(w + wp))
d(t —to) —d(t + to) W — Wl = 2j sin(wt)
sin (wpt) —pi (d(w —wg) — d(w + wp))
g d(t—nT) 2p/T ; d(w —2pn/T)
n=-¥ n=—¥
u(t) %v +p d(w)
: 2
sign(t) o
rect (t/P) P sinc (Pw/(2p))
sinc (t/(2p)) 2p rect (w)
sinc(t) rect (w/(2p))
u(t) %v +p d(w)
sign(t) 2

iw




Funktioner med rationella transformer

K onstanten a forutsétts vara> 0

Funktion Transform
d) (1) (iw)n
1
t
et a+iw
elat ggnt aiw
-1 gat 1
(-1 4O (@a+iwn
- -1 gHat | 1
" o1y Sont (@a+w)
1
t
eu-y a—iw
gat ggnt ﬁ
(—t)-1 eat 1
N (@a—iw)n
t-ldat 1
in(n—1)1 S9"* (a—w)n
signt %v
=1 2
(n—1)1 S9nt (iw)n
It] _2a
ea a2+ w2
. 2iw
ealtl signt a8
J a2 + w2
sinatsignt _2a
a2 — w2
cosat signt 2iw

a2 —w2




Exempdl:
—|t|, da |t| <1,

a. Lat x (t)— | 0, dat]> 1. Berdkna dess fouriertransform.

Ladsningskisser: En réttfram majlighet &

¥ 0 1

Q . Q , Q :
X(w) =9 X(t) eWidt =9 (L+1t) edwtdt + Q (1-t) edwtgt,

¥ -1 0

dér integralerna sedan 16ses med hjép av partiell integration.

En annan att man observerar (ritafig och kontrolleral) att
X7(t) =d(t + 1) —2d(t) +d(t— 1),

samt att

x(t) eiwtgy =

X (t)( )2

(partialintegrera tva ganger och notera att de utintegrerade termerna = 0, eftersom
X(t) Wt ® 0,dat® +¥.)

Man far sedan direkt att
¥

_%X(t) ewtdgt = Cw )21%—1 tH _2 %AW'[H +§%_iwtgt:1_§

:—Wz{eit—2+ e-'t} = WZ (1 —cosw).
1
Q
Dettaomw® 0. For w = 0; X(0) :8 @-1t])d =1, u
-1

k& coo Kk
k ocoo k

b. Bestam den komplexa och den reella fourierserieutvecklingen av den 3-periodiska fortsdttningen
av funktionen x(t) ovan.

Losningsskiss: Analysekvationen for fourierserier ger de komplexa koefficienterna

3/2 1
10 2pint/3 gt = 1 Q 2pint/3 gt =
=38 Q Xx(t) e4PintSdt = 8x(t)e— pinuS dt = X(2pn/3)—
=3/2 -1

. N 3 1
= @Enligt ovanll= TZnZ (1 —cos (2pn/3)),nt 0, Co=73-
Ocksa den reella utvecklingens koefficienter kan avlasas hér:
_ _ 3 _2
apn=2Rec, = o (1-cos(2pn/3)),n>1,a0 =3,
b,=-2Imc,=0.



Extra évningar om fourierserier och -integraler

o}

Lat X(t) =sin 2t + 3 cos 4t

a. Verifieraatt funktionen &r 2p-periodisk och utveckladeni reell respektive komplex
2p-periodisk fourierserie.

b. Verifieraatt funktionen ocksa ar p-periodisk och utveckla den i reell respektive
komplex p-periodisk fourierserie.

L& x(t) = t d(t — 3) + (sin pt) d(t — 1/6).

a. Bestam fouriertransformen till x(t).

b. Lt y(t) vara den 4-periodiska fortsattningen av funktionen x(t). Bestam y:s komplexa
fourierseriekoefficienter.

Den 3-periodiska generaliserade funktionen x(t) har de komplexa fourierseriekoefficienter-
nac, =1-(-1)". Bestdam x(t).

a. Bestam ¢, sAatt

¥
4 c,ent =¢ jintervalet p<t<p.
n=—¥

b. Bestama, och b, sdatt
ao

¥
5 t & (ancosnt+bysinnt) =€ iintervalet p<t<p
n=1

a. Beréknafouriertransforrqen till
(1) = 11-12, da |t|<1,
M= 0, da1<|t|.

b. Bestam de komplexa och de reella fourierseriekoefficienternatill y(t), den 2p-periodiska
fortsattningen av x(t).

c. Bestam de komplexa och de reella fourierseriekoefficienternatill z(t), den 2-periodiska
fortsattningen av x(t).

d. Skissera grafernafor y(t) och for z(t).



6. L&t x(t), y(t), z(t) och v(t) vara 2p-periodiska funktioner. Deras grafer framgar av foljande
figurer:

A X(t)

A y() '

' A () : )
1 V I
: d(t + p) d(t—p)
=t : -g----- 11------ 4 -
; t -+ Pt

a. Vilkasamband finns mellan X (t), y(t) och v(t), mellan y'(t) och z(t) och mellan Z'(t) och
v(t)?

b. Vilkasamband finns mellan de komplexa fourierseriekoefficienternaa,, b, ¢, ochd,,
nt 0O, for respektive funktioner?

c. Anvand resultatet i b. for att skriva upp FS-koefficienternatill x(t).

o et o .
7. Lat X(t) = rect . cosat (Rital
(t) =rect &2 (Rital)

a. Verifieraatt X (t) + a2x(t) = (asinap) - (d(t —p) + d(t + p) ).

b. Bestdm koefficienternai den komplexa fourierserieutvecklingen av den 2p-periodiska
fortsattningen av x(t) for de fall da a inte ar nagot heltal.

c. Vilka &r koefficienternadaa &r ett heltal?

8. Berdknafouriertransformernatill foljande signaer:
a. rect(2t-1),
b. eltlcos2t,
C. trectt,
d. sint-rectt,
e. t-sinct,
f.  cost-sinct,
g. sSnct* sinct.



9,

Ur tabell har vi att fouriertranssformen av e@t? arv/p/a - eW?/(43) (a> 0).
Berstdm fouriertransformernatill:

a 2tet?
b. et?.et?
c. et?« gt?



Svar:

la. a4 = 3, by = 1, dvrigaa- och b-koefficienter = 0,

o i 3 _
C2=—5,C2= 5,04=C4 —2,ovr|gacn—0.

1b. a» =3, by =1, 6vrigaa- och b-koefficienter = 0,
i i 3 . .
CL=-%C1% 5,0=C2=5,0vrgacy =0.
(Ledning: Anvand Eulers formler och syntesekvationen.)

2a. X(w) =3 e3iw +% eW/6, (Ledning: Forenklaforst funktionen.)
2b = § (_i)n + 1‘ é)il’l/lZ . (ObS atc _1 X(@) )
- &=y 8 =4\ 4 )

3. x(t) = 3 2 (=) d(t - 3n/2)
n=—¥

¥ . . ¥ .
(Ledning: Syntesekvationen ger x(t) =2 & e2Pi(n+ U3 = pe2pit/3 . § g2pin (24/3),

n=-¥ n=-¥
¥ ¥
anvand sedan identiteten 3 e2PINUL = | § d(t—nL) och att y(t) d(t —a) = y(a) d(t —a).)
n=-¥ n=-¥
P—eP
5a. =(-n 2p(1—in)
eP-eP 1 P—-eP n
= (=1)n — = (—1)n+1 -
5a i(sinw —w cosw), daw?! 0 -4 daw=0
o W3 H ) 31 .
2 2 1 _2 .
5b. Ch= pn3 snn-— pn2 cosn, (nt 0). Co—3p ;
i ' _ i 3 :i . =
= 3 snn on2 cosn, (n3 1). ag 3P b, = 0.
B¢ = 2 ()™, (n? 0).co=5;
=1 (_1\yntl 3
a0 = gz (DML 1)ao3,bno

54 AN T AN
. | T )
-2p -1 1 2p
2p-periodisk fortséttning

5 3 a1 5

2-periodisk fortséttning




6a.

6b.

6cC.

7b.

7c.

8a.

8b.

8c.

8d.

8e.
8f.

8,

9a.

9b.

9c.

X (1) = 3y(t) — 2p3v(D), Y (1) = 2(t), Z(t) =1—2p w(b).
Fornt 0:inap =3by—2p3d,, inb, = 2c,, inc, = —2pdp.
2pdn=()" P a, = i(_nl3)n (p2n2-6) fornt 0. x(t) uddafunktion P ag = 0.

Oma=N:cy =Cypn :% , Ovrigac, = 0.

(Obs att den 2p-periodiska fortséttningen = cos Nt)
1/2 sinc (wW/(4p)) - eW/2

U1+ — 2)2) + L(L+Hw + 2)2)

i[w cos (W/2) — 2 sin w/2)] /w2

i/2 - [ sinc ((w + 1)/(2p)) —sinc ((w — 1)/(2p))]
i [ d(w + p) —d(w—p)]

1/2 - rect ((w + 1)/(2p)) + rect (W —1)/(2p))]
rect w/(2p)

Jp -iw - ew2la

Jpi2 - ew2i8

p e—W 2/2



