Institutionen for matematik

KTH

Tentamensskrivning, 2003-01-09, kl. 14.00-19.00.
5B1210 och 5B1230 Matematik IV, for B, M, och I.

Hjilpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godkiint betyg (3) krdvs 17 podng, medan for betyg 4 krivs 25 poing, och for betyg 5 32 poing.
Losningarna skall motiveras vél!

TENTAMENSSKRIVNING

1. Bestdm, pa explicit form, den 16sning till differentialekvationen

/

Y =+ Y= 2esinx
cos T
som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 3. (4)

Vi skriver om differentialekvation som

sinx

y' + (cosz)y = 2" * cos x.

sin x

Multiplikation med integrerande faktor e ger

2sinx

STl 4 e (cosm)y = 2e€ cosz,

e Y +e
det vill sdga
% (esmx y) = 26257 cog 7,
Denna ekvation har den allménna 16sningen
STy — p2sine | o

eller, med andra ord, . _
y:eSIHIJ’_CB_Slnw.

Begynnelsevillkoret
y(0)=1+C =3

ger ¢ = 2, dvs . .
yzeslnw+2e—s1nw7

vilket utgdr den sokta l6sningen.

V.g. vand!



Ol som innehaller 6% alkohol (vi réknar volymsprocent) pumpas in i en tank, vilken
innehaller 400 liter 61 med alkoholhalten 3%. Olet pumpas in med 3 liter per minut,
och den vélblandade vétskan pumpas ut med 4 liter per minut. Bestdm alkoholhalten
i tanken efter 100 minuter. Nar &r tanken tom?

Lat x(t) beteckna volymen ren alkohol i tanken vid tiden ¢ (¢ méts i minuter), uttryckt
i liter; speciellt géller da i borjan 2(0) = 12. Vid tiden ¢ dr den totala méngden viitska
i tanken 400 — ¢, sa liange som 0 < t < 400; speciellt ér tanken to efter 400 minuter.
Detta betyder att alkoholkoncentrationen i tanken uttrycks av

a(t)
400 — t’

Man far ur den givna informationen fram differentialekvationen

6 x(t)

"tY=3. — —4 <t < 400.
v =3 350 “tqgo_p 0S40
Denna skrivs pa standardform:
/ —
x'(t) + 200 =1 z(t) = 0.18.

Den integrerande faktorn blir
e—41n(400—) _ (400 — )4,
Var differentialekvation skrivs férst om pa formen
(400 — t) 42/ (t) + (400 — t) P 4 x(t) = 0.18 (400 — t) ™4,

och sedan pa formen

%{(400 - t>_4$(t)} = 0.18 (400 — ¢) 4.

Denna ekvation integreras l&tt:
(400 — t)"x(t) = 0.18 /(400 —t)~4dt = 0.06 (400 — t) > 4 C,
och ger 16sningen
z(t) = 0.06 (400 — ) + C (400 — t)*.
Om vi sétter in begynnelsedata x(0) = 12 erhalles

12
4004

Alkoholhalten vid tiden ¢ = 100 &r

2(100)  0.06 - 300 — 4527 300*
400 — 100 300

~~ 0.047.

Svaret dr alltsa 4.7%, approximativt.



3.

Bestdm den funktion y = y(t) som satisfierar differentialekvationen
y//_4y/+4y: 12t2e2t

och begynnelsevillkoren y(0) = 3/(0) = 1.

Den homogena differentialekvationen 3" — 44’ + 4y = 0 har karakteristisk ekvation
AN 4N +4=0,
med dubbelroten A = 2. Detta ger den allménna homogena 16sningen
yp = Ae* + Bte?,
dédr A, B ar konstanter. Vi sétter
Y1 (t) = e*, yo(t) = te*.

Motsvarande Wronskian ar

th t e2t

22t (2t +1)e*

W:‘ Y1 Y2 :e4t(2t+1—2t):e4t.

(TR

Med standardbeteckningar &r sa
R =12t*¢€?.

Vi anvénder metoden med variation av parametrar. Saledes ansétter vi en partikulér-
16sning till var inhomogena ekvation pa formen y, = v1y1 + v2y2. Enligt standardre-
duktionen far man

, YR te?12¢2e*

V] = :—12t3:>U1:—3t4+01

w e4t
R 2t12t2 2t
vé:%:%=12t2:>1}2:4t3+02.
&

Vi viljer C; = Cy = 0, och erhéaller
yp = =3t e 4 43t e = tt e,
Den allménna l6sningen blir saledes
y=yp+yn=t'e’+Ae* + Bte.
Begynnelsedata y(0) = ¢/ (0) =1 ger A =1 och B = —1, sa att var sokta 16sning blir

Y=y +yn = tre + et — et

Det bor noteras att uppgiften dven kan 16sas med Laplace-transformering.

V.g. vand!



Bestdm allménna 16sningen y = y(z) till differentialekvationen
22y —xy —3y=423

pa intervallet z > 0. En 16sning till den motsvarande homogena differentialekvationen

ar yy (z) = 3.

Det ir givet att y; = 2® l6ser den homogena ekvationen. Eftersom ekvationen ir av
andra ordningen och icke-singulér pa det givna intervallet, kommer 16sningsméngen till
den homogena ekvationen att spdnnas upp av tva funktioner. Vi anvéinder metoden
med reduktion av ordningen, och stker ytterligare en homogen 16sning pa formen

3
Y2 = VY1 = T°0.

En enkel rékning ger

yh =230 +32%v och yi =230 + 6220 + 62v.

Inséttning i den homogena ekvationen
22y —xy —3y=0

ger
2?(z* 0" + 62 v + 6zv) — (2 v’ + 32°v) — 32°v =0,

vilket forenklas till
220" + 5zt = 0.

Dena ekvation skriver vi pa formen

. (z°v") =0,
och ser att 16sningen &r
v =C dvs v =Caz7?
Vi integrerar, och finner
v=Az '+ B,

med C = —4A. Detta ger
Yo = VY] = (Ax_4 + B) 23 =Ax"' + B2

Vi kan alltsa vilja

Vi tillampar nu metoden med variation av parametrar, och scker en partikularlosning
till den inhomogena differentialekvationen pa formen y, = v1y1+v2y2. Visétter R =4z



(vi delar 42 med koefficienten framfor y’), och beriiknar Wronskianen:

x> ozt
—2

I A )
322 —x

_‘ , : = —x — 3x = —4x.
Y Y2

Man far
Rz Ma 1

/

1= w 4x T
,7y1R77x34x773 77:574
Uy = W dr T° = Uy = 4+02

Viljer vi C; = Cy =0, sa far vi
3 x
Yp = 1¥1 +v2y2 = 2" Inx — T

Den allménna losningen blir saledes

3 B
y:yp—&-yh:xglnx—%—l—/la:?’—i——.
x

Detta problem kunde dven ha 16sts med hjilp av substitutionen x = et, vilken férvand-

lar ekvationen till en visentligt enklare typ av diffenrentialekvation.

V.g. vand!



Sok storsta mojliga vardet for
/ (122%y + 4y°) dz + (3z + 4y) dy
r

da kurvan T' far variera 6éver alla enkla slutna (regulira) kurvor i xy-planet som ge-
noml6pes i positiv led.

Greens formel ger
/ (122%y + 4y®) dx + (3z + 4y) dy = // (3 —122% — 12¢°) dady,
r Q

déar Q dr omradet innanfér I'. Dubbelintegralen maximeras om vi integrerar éver det
omrade Q dir 3 — 1222 — 12y > 0, vilket kan skrivas som

| =

z® +y? <
Detta &r en cirkelskiva med radie % runt origo, och motsvarande kurva I" &r cirkeln

1
2 2 _ -~
x+y_47

genomlupen i positiv led. Det maximala virdet pa kurvintegralen blir

2 1/2
// (3 —122” — 12¢°) dady = / / (3 —12r%) rdr do,
Q o Jo

vilket vi forenklar till

2 1/2
271[3Lf37’4} =27 gfi :31.
2 0 8 16 8

Detta &r alltsa svaret.



Berédkna dubbelintegralen

//D (x +2y) dady,

dér D &r kvadraten med horn i punkterna (3,0), (6,3), (3,6), och (0, 3). (4)

Vi delar upp kvadraten D i tva lika stora delar, D; och Dy. Pa D, géller x < 3, medan
pa Dy géller x > 3. Vi finner att

3 z+3 3 r+3
// (:Jc+2y)dxdy:/ dx/ (:r+2y)dy:/ dx{yx—kg/?] ,
D, 0 —z+3 0 —z+3

och detta forenklas till

3 9 3
/ (12£L' + 2x2)dx = {6332 + = x?’} =79
0 3 0

Analogt finner vi att

6 —z49 6 249
// (m+2y)dxdy:/ dx/ (x+2y)dy:/ dm[yx—i—yﬂ ,
Do 3 x—3 3 z—3

och detta forenklas till .
/ (=22 + 72)dz = 90.
3

Svaret ar saledes 72 + 90 = 162.

Uppgiften kan &ven losas genom ett ldmpligt koordinatbyte i dubbelintegralen.

V.g. vand!



Bestdm alla kritiska punkter till det autonoma systemet

2 =142y,
Yy =z+y.

Bestdm deras typ (nod, sadelpunkt, spiral, centrum) och avgér om mdojligt huruvida
de dr stabila eller instabila.

Systemet ar
x’ = P(z,y),
Y = Q(z,y),

dir P(z,y) = 1+ a2y och Q(z,y) = x + y. De kritiska punkterna ges som losningar till

ekvationssystemet
14+2y=0
z+y=0.

Eftersom y = —x, maste 1 — 22 =0, dvs z = 1 eller x = —1. Vi far tva fall.

Fall 1. x =1 och y = —1.

Fall 2. x = -1 och y = 1.

Satt pr pr
(5 5)-(0)

A= ( o )

Detta dr lineariseringsmatrisen for systemet i den givna kritiska punkten. En kalkyl
ger att denna har egenviirdena v/2 och —+/2, vilket innebir att (1, —1) &r en instabil

sadelpunkt.
1 -1
A_<1 X )

I fall 2 fas istéllet
Denna matris har egenvéirdena 1+ ¢ och 1 — 4, vilket innebér att (—1,1) &r en instabil
spiralpunkt.

Ifall 1 fas

(5)



8.

Sétt f(z) =sinzx for 0 <z < 7 och f(zr) =1 for —m < & < 0. Berékna Fourierserien
for denna funktion. Rita sedan upp grafen for Fourierserien pa intervallet [—3m, 37].

Fourierserien har period 27w. Detta medfor enligt kdnd teori att dess graf ges av

Vi skriver f(z) = g(z)+h(z), dir g(z) = 0 pa intervallet —7 < 2 < 0, och g(x) = sinz
pa intervallet 0 < x < 7, och h(z) = 1 pa intervallet —7 < = < 0, och h(xz) = 0 pa
intervallet 0 < x < 7. Enligt [BETA, s. 310], har g(z) Fourierserie

o0

1 1 2 1
; + 5 SinZC — ; ngl m COS(ZHZ’).

Dessutom har funktionen h(z) — 1 Fourierserie [BETA, s. 309

SO g = -
n=1

2

Z 2k1— 7 sin ((2k — 1)x).
k=1

Det foljer att h(x) har Fourierserie

1 2. 1
5—;22k_1sm((2k—1)x).

Fourierserien for f(z) dr summan av Fourierserien for g(z) och Fourierserien for h(x).



