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Tentamensskrivning i Matematik IV, 5B1210.
Lérdagen den 8 november 2003, kI  0900-1400.

Hjédlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berdkningar och resonemang ar latta att foélja.
Svaren skall ges pa reell form.
Del 3 ar avsedd for betyg 3 och omfattar 7 uppgifter.
Foér godkant kravs minst 6 moduler godkanda.
OBS! GODKANDA MODULER TILLGODORAKNAS ENDAST FRAN PERIOD 1 2003. OBS!
Detta sker enligt féljande:
Uppgift Nr1 2 3
Modul BioK Nr 1 2 3
ModulBM Nr 1 2 7
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Del 3
1. Berikna dubbelintegralen ffy dxdy, dar D ar triangeln med hérn i (0,0), (2,1) och (1,2).
D

Ldsning:
Vi ritar upp omradet. Triangeln begrinsas av de rita linjerna : x+ y=3, y=2x och x =2y.
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Vid integrationen maste omradet uppdelas i tva delomraden. Vi borjar med integration med avseende pa x.
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SVAR: Den sokta dubbelintegralen blir 5

2. Berakna linjeintegralen fgradf -dr , dar f(x,y)=r", r=I0,0r=(x,y) och C &r den rsta linjen fran

c
punkten (1,0) till punkten (3,1).
Ldsning:

Vi utvecklar gradf - dr = ( fl, fy’) (dx,dy) = fldx + fldy = df .
. - . 2, 12\? 2 n2)\?
D4 kan linjeintegralen skrivas fgradf'dr = fdf = f(3,1)—f(1,0)=(3 +1 ) —(1 +0 ) =99.
c c
SVAR: Linjeintegralen blir 99.

3. Undersdk om funktionsféljden {1, cos mt, sinnt} dairm=1, 2 ..........ochn=1, 2, .......... &r
ortogonal pa intervallet (-, ). Uttryck darefter den 27T -periodiska funktionen f med hjslp av denna
funktionsfoljd da f(1) =t°, —w<t< 7.

Ldsning:
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Vi undersoker om de inre produkterna blir noll.
" sinmt 1"
(1, cosmt )= fl-cosmt dr =1 | —
| m ]

t=-m

(1, sinnr )= f 1-sinnt dt = {Udda funktion och origosymmetriskt intervall. } =0.

t=—m
T T

1
( cosmt, sinnt )= fcosmt sinnt dt = > f(sin(n +m)t +sin(n — m)t) dt
( cosmt, sinnr ) = {Udda funktioner och origosymmetriskt intervall. } =0.

For m = k ehélles:
T

( cosmt, coskt )= fcosmt -coskt dt = % f(cos(m — k)t +cos(m + k)t) dt ={Analogt med ovan.} =0

For n=1[ ehalles:

JT T
. . . . 1
( sinnt, sinlt )= fsm nt-sinlt dt = 3 f(cos(n — Dt —cos(n + I)t) dt ={Analogt med ovan} =0
t=—m t=—m
Saledes ar den givna funktionsféljden ortogonal pa det aktuella intervallet.
Vi uttrycker nu den 2t -periodiska funktionen f med hjalp av den undersékta funktionsféljden.
Detta innebér att funktionens fourierserie bestams.

1
Funktionen f ar en jamn funktion. Fourierserien ar pa formen —+ » a, cosnt .

n=1

Fourierserien finns tabulerad i BETA(4:e upplagan) 13.1 under speciella fourierserier, nr13.
2

N e T (-1
Vi erhéller fourierserien ?+ 42 =—cosnt .
n=1

SVAR: Inreprodukterna &r noll och darmed &r funktionsféljden ortogonal.

2 n
T -1
Funktionen f tilldelas fourierserien f ~?+4E( 2) cosnt .
=1 N

4. Bestam den l6sning till differentialekvationen y” =3y’ +2y = 2U(t - 3)e' ™
00som uppfyller villkoren y(0) =0 och y'(0)=1. U(t) &r Heavisides stegfunktion.
Lésning:
Laplacetransformera differentialekvationen.
s7Y(s) = sy(0) = y'(0) = 3(sY(s) = y(0)) +2¥(s) =2¢7*
S —
1
S -
Faktorisera andragradspolynomet och 16s ut den obekantas Laplacetransform.
1
Y(s) = ——— + 2e¢ ) —_—.
(s=-D(s-2) (s=D7(s=-2)
Det aterstar nu att atertransformera. Den forsta termen kan atertransformeras direkt och for den andra
termen anvandes tva tva steg.

1

I

Inséttning av villkoren ger Y(s)(s2 -3s+2)=1+ 2™

—e' +e”

_ 1
L 1{—} = {BETA 13.5, nr L28, 4:¢ UPPL} = 1

(s-1(s=-2)
For den andra termen anviandes BETA 13.5. nr L4 och L33.

. o 1 e* —e —te'
Vi startar med L33: L = .

(s=1)Y(s=2) 1
_
(s=1)°(s=2)

Vi sammanfattar och erhadller differentialekvationens I6sning.
yt) =€ —e +2U(t-3)e™" ™ -7 = (t-3)e' ™)

Nu Gver till L4: L“{ze‘3~“ }: 20(1 - 3)(e™"™ = —(1=3)7?).
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SVAR: Den sokta losningen ges av y(t) = e —e +2U(t - 3)(62([_3) —e¢ (- 3)6[_3).

d
5. Differentialekvationen 2x° Ey =3xy + y2 kan transformeras till en linjar differentialekvation genom att

1
man sitter z(x) = ﬁ Bestam den I16sning som uppfyller villkoret y(1) = -2.
y(x
Lésning:

. . . . - 2 . . 2 2 dy -1
Vi omformar differentialekvationen genom division med y~. D& erhalles 2x"y E =3xy +1.

1 _
Derivering av z(x) = (— med avseende pa xger z' = -y y'.
y(x
1
Insédttning i differentialekvationen ger 2x2(—z’) = 3xz +1 vilken omformas till 7'+ 2—z = —F.
X X
Vi har erhdllit en linjar differentialekvation av forsta ordningen. Bestam en integrerande faktor.
3 3 3
—dx =Inx =
En integrerande faktor ges av €’ 2* =¢> =x2.
Multiplicera differentialekvationen med integrerande faktor.
3 3 Soq( 3 _L 3 1
2,1 2 2 2 2 ; . 42 2
x?z7' '+ —x?z=—-—=x*, —|x%z|=-—x 2. Integration ger: x’z=-x*+C.
2x 2x° dx 2
3 L
Substitutionen ger x2y~' = —x2 +C.
_ 1
Bestdm integrationskonstanten. Villkoret ger (=2) '=-1+C, C= 5
3
. ) _ S 31 22 1-24 2x?
Vi l6ser ut den sokta funktionen. x“y =-x"+—,y =—-X"+—X " =—7F—, y=—"7.
2 2 5 1-2x
2x
Vi har erhallit en I16sning som &r definierad for x > Z
3
. 2x?
SVAR: Den sokta lésningen ar y = —.
1-2x
. . . 2 ' 2 1
6. Betrakta differentialekvationen x “y" +xy "+ (x —Z)y =0, x>0.
Losningar till denna homogena differentialekvation ar
Y A _ s 4 _ N _3 4 17, K
y,=x ““cosx, y,=7x “smx, y,=5x “cosx, y,=x ““sinx, y,=3x “cosx +17x ““sinx.

Bestam en fundamentalmangd av I6sningar, dvs en bas av l8sningar, samt bestdm den allmdnna I&sningen till
differentialekvationen.

Ldsning:

Den givna differentialekvationen &r linjar och av ordning tva. En fundamentalmangd av I6sningar bestar
saledes av tva linjart oberoende l6sningar till differentialekvationen.

Vi viéljer ut tva linjart oberoende Idsningar.

Tag y, och y,, dvriga I6sningar kan erhéllas som linjarkombinationer av dessa tva.

Det liinjara oberoendet inses till exempel genom att studera ekvationen ay, + by, =0.
TT
Denna ekvation har endast den triviala [6sningen @ = b = 0, insittning av x = E och x = ger detta.

Séledes &r y, och y, linjart oberoende.
Ett annat satt att visa det linjara oberoendet ar att visa att Wronskianen ar skilt ifran noll.

Den allménna Idsningen ar en linjarkombination av fundmentallésningar.

1
y=y, +¢y, =¢ x /

-
cosx+c, X / sinx , dér ¢, och ¢, ar godtyckliga konstanter.
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SVAR: En fundamentalmiangd av 16sningar ges av x_y2 COS X, x_y2 sinx }

Den allménna l6sningen ar y=¢, x “ cosx +¢, x ‘*sinx

o2
et '
Ldsning:

Den allméanna Iosningen erhalles som summan av den allmanna homogena l6sningen och en partikularldsning.
Vi startar med att bestdmma den allmanna homogena I8sningen och bestammer harvid egenvarden och

2 8\
0 4)

2 8
7. Bestam allmanna losningen till systemet X' = (O 4)X+

egenvektorer till matrisen A =(

0 4-A
Egenvirdena ér A, =2 och A, = 4. Motsvarande egenvektorer erhdlles ur systemet (A - Al)v=0.

A =2

0=det(A-Al) =

‘=(2—)»)(4—)»)

O Ak o Koor [V gy s |
0 2} , =0, = 0} , dar 1, ar ett godtyckligt reellt tal.

=4

>

-2 8 AT .
0 0}K2 =0, K, =r, 1) dar r, ar ett godtyckligt reellt tal.

AT AN LR R T
Den allminna homogena I6sningen ar X, = ¢,¢€ +c,e = 4 = ®C , dir ¢, och ¢, ar
0) 1) 0 ¢ )\¢,)
godtyckliga reella konstanter och @ &r en fundamentalmatris.
En partikularlosning &r X = (I)fCI)_let.

l e4t _4e4t e—2t _4 -2t
Inversen till fundamentalmatrisen ar @' = - | = |-
e \0 e 0 e
» e e ¥\(e” 1 —4e*
O F = 4 =
0 e et 1

e de"\(t-2e" te* —2e" +4te"
Integration och inséttning ger: X, = 0 “ t = \ )
e te
2t 4 2t 4t 4t
e’ 4de )(Cl\ (te -2e" +4te )
+ .

4¢
t€4z

SVAR: Den allmanna Iosningen ar X = X, + X | =(
e



