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Riemannsumma till funktionen f(x,y).

Indelningens diameter ar den storsta av

rektanglernas diagonaler.

Kroppens volym uppfattas som ett gransvarde

[ =1ms$, av en oandlig t6]jd av Riemannsummor

—

S.,S,,...,5.,.. vars respektive diametrar — 0 da i —




Dubbelintegral Over axelparallella rektanglar.

Om funktionen f(x, y) ar definierad 1 en rektangel
Q= {(x,y,O)I asxsb, csy sd} , sadan att varje
toljd av Riemannsummor §, §,, ...,S,, ... ,vars
respektive diametrar — 0 dai— , konvergerar,

sa sager man att f(x,y) ar (Riemann-) integrerbar 1 €2.

Foljdernas gransvirde skrivs: f fg f(x, y)dxdy

och kallas dubbelintegralen av f Over 2.




Mattet O, begreppet "nistan overallt".

En delmangd I" av R* sigs ha mattet 0 ( noll) om
man for varje € > 0 kan omsluta den med en 16ljd
avcirklar C, , C, , ..., C, , ... vars sammanlagda
area ar mindre an €.

En funktion som ar kontinuerlig utom 1 en mangd

med mattet 0, siags vara kontinuerlig ndstan overallt




Om existens av Riemannintegraler.
Dubbelintegralen f f Qf (x,y)dxdy dar Q &ar en axelparallell

rektangel, existerar om och endast om f(x,y) ar kontinuerlig

nastan overallt och begransad 1 rektangeln.

Dubbelintegraler dver godtyckliga begransade omraden.

Om 2 ir en begransad mangd, sa ar

ffg f(x,y)dxdy =ffz F(x, y)dxdy
dar X ar nagon axelparallell rektangel som omfattar €2 och

Flx.y) - f(x,y) da(x,y) EQ
o _{0 da (x,y) ES\ ©




Om Q2 ar en begriansad mangd vars rand ar en styckvis reguljar kurva

och den begransade funktionen f(x,y) ar kontinuerlig nastan overallt

i Q sa existerar dubbelintegralen f fg f(x,y)dxdy.

Arean av Q ges av vardet pa integralen f fg dxdy .

De begransade delmédngderna av planet som pa detta sitt tilldelas

en area kallas kvadrerbaraeller (Jordan-) mdtbara

Berakning av dubbelintegraler.

[ d ) d

ffgf(x,}’)dxdy= f < ff(x,y)dy dx = f ff(x,y)dx dy

J y=C ~




Om Q = {(x,y) lasx<b, y(x) =y = 5(x)} , dary=y(x) ochy =0(x)

ar styckvis reguljara kurvor, sa ar

b o(x)
ffgf(x,y)dxdy = f{ ff(x y)dy}ﬁ

x=a |y=y(x)

och analogt

OmQ={(x,y) | a(y)sx=B@y) csys=d}, dirx=a(y) ochx=f(y)
ar styckvis reguljara kurvor, sa ar

BG)
[/ G,y )dxdy = fl [fx, y)dxlﬂ

=C x =a(y) J

I bada fallen forutsatts att integralerna i de hogra leden existerar.




For alla integrerbara funktioner och kvadrerbara mangder giller:

a) (Integralens linjaritet)

ffg(c f (X, )+ ng(X,Y))dxdy =
— clffgf(X,Y)dxdy + cszg g(x, y)dxdy,

dar ¢, och c, ar konstanter
b) (Integralens additivitet)
Om Q=Q UQ, och Q N Q, ar en mangd av matt 0

s 'eirffgf(x,y)dxdy =ffglf(x,y)dxdy +ff92f(x,y)dxdy.




c) (Okanslighet for mangder av matt 0)
Om €2 har mattet O sa ar f fg f(x,y)dxdy = 0.

d) (Integralens monotonitet)

Om f(x,y) = g(x,y) 1ett omrade €2, sa ar

[[f@e.y)dxdy = ([ g(x,y)dxdy
¢) (Triangelolikheten)

[, fCrsydxdy | = [ Cx.y fdady




(Medelvardessatsen for dubbelintegraler. )
Om f(x,y) ar kontinuerlig och begransad

1 det sammanhingande omradet €2 sa ar

([ @.y)dxdy =f(E.m) [ dxdy
for nagon punkt (&,71) 1 Q.




(Riemannsummor over " godtyckliga" delomraden)
OmS,.,S,,...,5,,.. ar en oandlig foljd av Riemannsummor
till den intgrabla funktionen f(x,y) och tillhorande

indelningar har diametrar d,,d,,...,d,,.. som —0dai— |,

sa ar limsS, =ffgf(x,y)dxdy.




(Substitutioner 1 dubbelintegraler)

Om x(t) ar en kontinuerligt deriverbar och inverterbar

funktion av typ R° — R> och avbildar omradet Q' i t- planet
pa omradet Q 1 x - planet, och om funktionaldeterminanten

det(x'(t)) = 0 nastan overallt 1 ©2’, sa ar

([, /(0dxdy = ([, fx(®)|det(x(t)fdudy

for alla integrerbara funktioner f(x,y).




Man sager att delmangderna Q2,,€2,,...,92.,... ar

en uttommande foljd till Q om

a) Delméangderna Q. ar begransade och har en area.
b)Q CQ,CQAC...CQ

c) Avstandet fran origo till médngden 2\ Q. vixermot dai—

Lat Q vara en obegriansad mangd och f(x, y) en funktion som ar

integrerbar pa varje kvadrerbar del av Q.
Om gransvirdet / = lim f fg f(x,y)dxdy ar oberoende av vilken

uttommande foljd Q,,9Q,,...,Q ... som valts till €2, sa 4r

ffgf(x,y)dxdy =I.

Om [ ar reellt ar integralen konvergent och 1 motsatt fall divergent.




Om f(x,y) =0 1 omradet €2 sa existerar

gransvardet hm f f f(x,y)dxdy och ar

oberoende av vilken uttommande toljd
2,,€2,,...,€2. ... som valts till €.




(Om absolut konvergens)

f f Q f(x,y)dxdy ar konvergent

f f Q]f(x, y)|dxdy ar konvergent




Trippelintegraler.

Volymen av en kropp K ar f f f dedydz.

De begransade delmangderna av rummet R® som

pa detta satt tilldelas en volym kallas (Jordan-)mdtbara.

[[f(x)dxdydz = [, fOx(E)ldet(x'(t)]dudvdw




Stariska koordinater.

X =rsinfcos@

1y =rsinfsin @

Z = rcos v,

r=0
JI0<O=snm
O=s@p<2n

Funktionaldeterminanten

d(x,y,z)

det(——="2) = r* sin O

d(r, 0, @)




Cylinderkoordinater

X =rCcosSQ r=0
Iy =rsInQ I0=sp<2m
\Z =7 \ZER

Funktionaldeterminanten

det( S22,
d(r,p,z)




Areor av buktiga ytor.

Godtycklig reguljar yta.

x =x(u,v)
r=rw), we&bD {y=vy(u,v) (u,v)ED

2 =2(u,v)

Omr=r(w), w&Dar en reguljar yta », sa ar

Jr or
A =fj;) Ex Eiﬂ’udv dess area.




