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Version A.

5B1210-Matematik IV, for Bio2 & K2.

Lappskrivning nr 4, torsdagen den 20 oktober 2005, kl 15.15-17.15.
BETA, Mathematics Handbook ar tillatet hjalpmedel.

1. Bestam den potential U(xy) till vektorféltet F =(2xy-x*,x* + ) som uppfyller
villkoret U(0,0)=1. Bestam darefter linjeintegralen f(2xy—x2)dx + (x> +y%)dy dar C
C

ar kurvan y= sins%x fran (0.0) till (1,1).

Losningsforslag:
En potential U(x,y) uppfyller villkoret gradU(x,y)=F.
Vi erhaller saledes foljande system av partiella differentialekvationer:
U, =2xy-x° N . , X
. Integrera den oversta ekvationen map x: U(x,y)=xy-—+ f(y).
U ,=x"+y 3
Derivera map y: Ul(xy)=x"+ f'(y).

De tva uttrycken jamféres med varandra och vi erhaller: f'(y)=y".
3

Integration ger: f(y)= y? +A.

3 3

Var potential ar nu bestamd och den ar U(x,y) =x2y—x?+y?+A
3 3
Villkoret ger oss vardet pa konstanten A=1 och U(x,y) =x2y—%+y?+l.

Vid berakning av linjeintegralen utnyttjar vi den bestamda potentialen.
f(ny — xM)dx +(x* +y’)dy = U(L,1) - U0,0) = 1

C

3 3

SVAR: Potentialen U(x,y)=x"y- x? + y? +1 och

linjeintegralen f(2xy —x)dx + (X +y)dy =1
C



2. Berdakna linjeintegralenl
(e = y)dx + (™ = 1)dy
o

dar ¢ ar kurvan tagen fran punkten (1,0) till origo langs en halvcirkel i évre
halvplanet

Losningsforslag:
Slut kurvan med en rat linje L och darefter tillampa Greens formel.

Det inneslutna omradet betecknas med D.
A
Yy

C

L (1,0)

c+y ) X+y X+y J X+y J xX+y
f(e,wy — y)dx + (e = 1)dy +f(e- —y)dx +(e””" = 1)dy =ff{§ (e =-1- 5(6 —y)}dxdy

C

1
f(e“y —y)dx + (" =1)dy + fexdx =ffdxdy
C x=0 D

. , 1 (1\?
f(e“y —y)dx + (e =1)dy = —ﬂ(—) +1-e . )
" 2 \2 Ytterligare ett forslag presenteras.

1 1 1
[x -5 Ecost [dx = ——sin tdt
Vi parameterframstaller kurvan: ] | 4 | t:0—=>m .
= —sin? dy = —costdt
ly 2s1n ly 2cos

Insattning i integralen ger

T 11 1 . 1.1 1 .
i ey —+=cost+=sint | 1 . —+=cost+=sint 1
A =f(e'”) —y)dx + (e = Ddy = f (e22 2 _——sint)(-—=sint)+(e2 2 2 —1)(—cost)ldt
’. 20 2 2 2

Omformning ger:

|- %+%cost +%sint 1 . n
=€ +—=(t - — —sint =1- —
A [ 8( 5 ) > J l-e+ 3

SVAR: Linjeintegralen
[e™ = ydx+ (e - dy=1-c+ %

C

2



3. Beradkna flédet av vektorfiltet r =(x,y,z) ut genom sfaren med medelpunkt
i origo och med radien tva .

Ldsningsforslag
En alternativ I6sning ar att tillampa divergenssatsen.

[r -ﬁldo =f{fdivrdxdydz =f{f(l+ 1+ Vdxdydz = 3-f{fdxdydz.
Vi erhaller tre ganger klotets volym.

n =3.411-23
[rlm o

Ett annat forslag ar att genomféra berakningen direkt.
Flodet av ett vektorfélt r =(x,y,z) genom en yta S och i riktningen n ges av

=32m.

flodesintegralen fr-gdo.
s Il

En normal till sfaren ges av vektorn r =(x,y,z) och dess langd ar 2.
2

. n (6y,2) X +y'+2 r
Integranden blir r-— =(x,y,2)- = =—.
g | (X%, y,2) 5 5 5

Pa den aktuella ytan ar r =2 varvid integranden blir konstant lika med tva.
Flodesintegralen blir fr-lﬂdo =f2do =2fdo, vilket ar sfiarens dubbla area.
S n S S

Vi far fr-2d0=2-4ﬂ-22 ~ 327,
. In|

SVAR: Utflédet genom sfdren ar 32x.



