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1. Bestäm den potential U(x, y) till vektorfältet F = 2xy - x2 , x2 + y2( )  som uppfyller
villkoret U(0, 0) = 1. Bestäm därefter linjeintegralen 2xy - x2 )dx + (x2 + y2( )dy

C
Ú  där C

är kurvan y = sin 5px
2

 från (0.0) till (1,1).

… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . … … … … …
 Lösningsförslag:
En potential U(x, y) uppfyller villkoret gradU(x, y) = F .
Vi erhåller således följande system av partiella differentialekvationer:

¢ U x = 2xy - x2

¢ U y = x 2 + y2
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   Integrera den översta ekvationen map x: U(x, y) = x2 y -
x3

3
+ f (y) .

Derivera map y: ¢ U y(x, y) = x2 + ¢ f (y).
De två uttrycken jämföres med varandra och vi erhåller: ¢ f (y) = y2 .

Integration ger: f (y) =
y3

3
+ A.

Vår potential är nu bestämd och den är U(x, y) = x2 y -
x3

3
+

y3

3
+ A

Villkoret ger oss värdet på konstanten A = 1 och U(x, y) = x2 y -
x3

3
+

y3

3
+1.

Vid beräkning av linjeintegralen utnyttjar vi den bestämda potentialen.
2xy - x2 )dx + (x2 + y2( )dy

C
Ú = U(1,1) - U(0, 0) = 1

SVAR:  Potentialen U(x, y) = x2 y -
x3

3
+

y3

3
+1 och

          linjeintegralen 2xy - x2 )dx + (x2 + y2( )dy
C
Ú = 1
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2. Beräkna linjeintegralen!

                                           !
(ex + y - y)dx + (ex + y -1)dy

C
Ú

där C   är kurvan tagen från punkten (1,0) till origo längs en halvcirkel i övre
halvplanet
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . … … … … … … . …

 Lösningsförslag:
Slut kurvan med en rät linje L och därefter tillämpa Greens formel.
Det inneslutna området betecknas med D.

(ex + y - y)dx + (ex + y -1)dy +
C
Ú (ex + y - y)dx + (e x + y - 1)dy

L
Ú =

∂
∂x

(ex + y -1) -
∂
∂y

(ex + y - y)Ï 
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dxdy

D
ÚÚ

(ex + y - y)dx + (ex + y -1)dy + exdx
x = 0

1

Ú
C
Ú = dxdy

D
ÚÚ

 
(ex + y - y)dx + (ex + y -1)dy

C
Ú =

1
2

p
1
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+1- e
    Ytterligare ett förslag presenteras.

-----------------------------------------------------------------

Vi parameterframställer kurvan: 
x -
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cost

y =
1
2

sint

Ï 

Ì 
Ô 

Ó 
Ô 

  
dx = -

1
2

sin tdt

dy =
1
2

costdt
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   t : 0 Æ p  .

Insättning i integralen ger

A = (ex + y - y)dx + (ex + y -1)dy
C
Ú = (e
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t = 0

p

Ú
Omformning ger:

SVAR: Linjeintegralen

                                    
(ex + y - y)dx + (ex + y -1)dy

C
Ú = 1- e +

p
8

A =

t = 0

p

e
1
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+
1
2

cost +
1
2
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+
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(t -
sin2t

2
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3.  Beräkna flödet av vektorfältet r = (x, y, z) ut genom sfären med medelpunkt
i origo och med radien två .

… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . … … … … …
 Lösningsförslag
En alternativ lösning är att tillämpa divergenssatsen.

r ⋅
n
n

ds
S
Ú = divrdxdydz

K
ÚÚÚ = (1+ 1+1)dxdydz

K
ÚÚÚ = 3 ⋅ dxdydz

K
ÚÚÚ .

Vi erhåller tre gånger klotets volym.

r ⋅
n
n

ds
S
Ú = 3 ⋅

4p ⋅ 23

3
= 32p .

------------------------------------------------------------------
Ett annat förslag är att genomföra beräkningen direkt.
Flödet av ett vektorfält r = (x, y, z) genom en yta S  och i riktningen n  ges av
flödesintegralen r ⋅

n
n

ds
S
Ú .

En normal till sfären ges av vektorn r = (x, y, z) och dess längd är 2.

Integranden blir r ⋅
n
n

= (x, y, z) ⋅
(x, y, z)

2
=

x2 + y2 + z2

2
=

r 2

2
.

På den aktuella ytan är r = 2  varvid integranden blir konstant lika med två.
Flödesintegralen blir r ⋅

n
n

ds
S
Ú = 2ds

S
Ú = 2 ds

S
Ú , vilket är sfärens dubbla area.

Vi får r ⋅
n
n

ds
S
Ú = 2 ⋅ 4p ⋅22 = 32p .

SVAR: Utflödet genom sfären är 32p .


