Partiella differentialekvationer och
randvardesproblem.

12.1. Separabla PDE

12.2. Klassiska ekvationer och
randvardesproblem.

12.3. Varmeledningsekvationen.
12.4. Vagekvationen.

12.5. Laplace ekvation.



V ariabel separation.

u¢= u+ ug

Ansats: u(x,y) = X(X)Y(y).

X(X)
X&x)Y(y) = X(x)Y(y) + X(x)Y&y)

Divideramed X(X)Y(Y).




X0 _

X(X)

L YY) _
Y(y)

= konstant = A

i XEX)- AX(X)=0
TY&y)- (A - )Y(y) =0

| X(x) = Ae™
Y (y) = Be® VY




u}\'(x’y) — (AB)}\'eKX+(7L-1)y — C}\ekx+(7\,- 1)y

u(x,y) = a ¢, e - DY
AL

Villkor : u(x,0) =5 - 4¢e".

u(x,0) = 5e >* - 4e* = c, e™

A




ldentifiering ger
} A —=-3, c, =5

I A 1, ¢ = -4

t OSvrigac, = 0.

u(x,y) =5 > % - g¢e




Partiella differentialekvationer, PDE.
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V arlabel separation.

o°U  9°uU o .
a’ e ve V &gekvationen.

Ansats: u(xt) = X(X)T(t).

a’ X&x)T (1) = X(X) T d(t)

X®&x) _ T&t)

= — = konstant = A
X(x) a’T(t)




Ett system av okopplade ODE erhadlles.

XEX)- AX(X)=0
Tat)- Aa°T(t) =0

Linjara med konstanta koefficienter.

Treolikafdl: A>0, A =0, A <O.




A>0 A=u’, ul R

X&X) - u"X(x) =0

Ldsningarnages av X(x) = Ae™ + Be™".

Motsvarande for " T - ekvationen” ger: T(t) =C™ +Dg ™"




A =0

X&x)=0

X(X) = AX +B,

T(t)=Ct+D,




A<O0, A=-u’, ul R

X&) +u”X(x) =0

X(X) = A;cosux + B, sinux
T(t) =C,cosaut + D, sinaut




12.4.1.

VI soker den |6sning som uppfyller de givnarandvillkoren.

u(0,t) =u(L,t) =0

Dérefter anpassar vi [6sningen till begynnelsevillkoren.

u(x,0) = .

u }
ZX(L- X), E(X, O) =0




Substitutionen ger att randvillkoren kan skrivas
0 =u(0,t) = X(O)T(t)
0 =u(L,t) = X(L)T(t)

Dessa samband skall gallafor allat.
Dettainnebar att : 0= X(0), 0 = X(L).

VI studerar detre olika fallen.




A>0,A=u’, ul R

Ldsningarnages av X(x) = Ae" + Be™".

0=X(0)=A,+B
0=X(L)=Ae" +Be™

B =-A
A (e -e")=0

Endast den trivialalosningen A = B, = 0.




A =0

X(X) = AX +B,
Tt =Ct+ D,
0= X(0) = B,

0= X(L)=AL+B,

Endast den trivialalosningen A, =B, = 0.




A<0,A=-u°, ul R

X(X) = A;cosux + B, sinux

0= X(0) = A
0= X(L)= A cosuL + B,sinuL
B,sinuL =0

B, =0 ger endast den trivialal0sningen.

Daremot ger sinuL =0 foljande: uL =nx, nl Z.




X(x):%sinnTnx

Motsvarande for " T - |osningen®

N _ N
T(t) = C, CosaTnt + DgslnaTnt.

En |0sning som satisfierar differentialekvationen
och de givnharandvillkoren ar :

. N n ..Nn
u.(xt) = B3SIHTTE X { C, cosaTnt +D33|naTnt }




Varjelinjarkombination av |0sningar & en [Gsning.

S nm n . N
u(x,t)= a{ ancosaTthqsmaTTE } sanx

n=1

Det aterstar nu att bestémma konstanterna a, och b .

Begynnelsevillkoren ger oss dessa.

s Nt nm nre . nm

d
— u(x, t a— sina—t +h, cosa—t } sin— x
o Ut = a —1-a —t+h, —t} sn—




nm
u(x,0) = aahsmTX——X(L X)  (#)

n=1

S . N
—u(xO) aaTb sme 0 (H#)

n=1

nrcX

Multiplicera (#) med sin

och integrera fran O till L.




L L
MmXe . N Cmmrx 1

Hin— sin—xdx = esin———x(L - X)dx
(=2 & Sk ginT e XL )

L\. X . nmX 1L\1 (N- m)mx (n+mpxjj
gsln—sm—dx:—qcos - COS %dx
0 L 20

L

<. eX . nuX

CHin smldx:[n1 m| =
5 L L




L

e L . (n-m -~ (n+ )
_1¢ Sln( )ux_ L SIn(n m)orxg _0

28(n- m)n i (N+m)n LK
. MX . nmX
BN sn—dx =[n=m] =
L L
L L

. X . nmX 1.4 2MmmX

pn—sn—adx ==y 1- cos
Ch T 26

1L L
] gdxzi




L - . nex1
— = ol X(L - X)dx
a5 = OGN 2 X(L- %)

L

2 1 N7t
=— - X(L - X)ssh— X dx =
a, L?ZL( )sin—

2 éx(L-x) -L__nt o L-2x -L __n
= — ?( ) cos—ﬂ:xtJ -0 COS— X dx } =
L e 4 nr L U 4 nm L

0

2 L &L-2x L . nt ¢of -2 L . n
= —{0+ —{ e Sln—ﬂ;Xl,:I -0 Sln_nx dx }} =
L nt € 4 N7 L U 74 nn L




2 -2 L L L°
—{0+ {e cosnTn xu }} = ——=(1- cosnm) =

nt €4 nmnm n°n
i O , N=2m b 0
=1 2|_2 _
- — , N=2m+1
1 (2m+D"n
S N nm . N
u(x,t)= a{ ancosa—t+bnsma—t} Sin— X
=1 L L L
217 2m+r . . (2m+1
u(x,t) = a{ 2m+Dn 5z COSa 1 t} sm( )ﬂx




Ortogonala funktioner och Fourierserier.
11.1. Ortogonala funktioner.
11.2. Fourierserier.

11.3. Fouriercosinus- och sinusserier.



|nreprodukt

(.. f,) = FF0f,(x)dx




Nagra trigonometriska formler

2snoasinp =cos(a - B)- cos(a + )
2sina. cosp =sin(a - B)+sin(a +p)
2 coso. cosP = cos(a - B) + cos(a + )




Ortogonalrel ationer

()1&03@ dx=0, m>0

b P

d@nmdx 0, m>0

b P
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Funktionsfoljden

TtX 27X 107194 7tX 27X . hmX
|L cos —, cOS— , .c0OS ——.., SSh — ,sin—,..9n —

1 P P P P P P

U

i

ar ortogona paintervalet [- p,p] med den inre produkten

0 1) = 900K




Trigonometrisk serie

a o 01194 . nmX
f(x)= =2+ a(acos— + b sin—)
2 n=1 an p p




Fourierserien till en funktion f definierad pa

Intervallet (- p,p) ges av

S nmX nmX
f(x) = %o 4 Q (a cos—= + b sin—)
2 n=1 an p p
1" 1° nrTX
== cof (X)dx = — ¥ (X) cos— dx
P d p(pjc P
1" NTX
b. =— g (x)sh——dx
p JUOSNT,




P
& (x)dlx = O{ao v 8 (acos™ + b sn™) 10
- P

n=1 p p
i Matx "a S nmx . nmX MoTX
gX)sn—aodx=gd—= + a ( a,cos— + b, Sih——) }sSin——dx
-p p -p 2 n=1 p p p
i MoTX a8 nmx nmx MeTX
g (X)cos—dx == + a (a,cos— + b ,sn—) cos——dx
- p p -p 2 n=1 p p p




Konvergensvillkar

Lat f och f ¢ varastyckvis kontinuerligapa intervalet (- p,p).
f(x+)+f(x-)

Dakonvergerar f:s Fourierserie mot




Fourierserier fOr udda och jamna funktioner.

Jamn funktion: f(- x) =f(x), "x1 1.
Uddafunktion: f(- x)=- f(x), " xI I.




Fourierserien for en jamn funktion paintervalet (- p, p).

_a, o 19104
f(X)=—+Q a cos—
(0= A 3, .

2I0
a, = — Of (X)dx

Po

2" nrtX

= — Of (X) cos— dx
ah p? P




Fourierserien for en udda funktion paintervalet (- p,p).

¥
f(x) = & b sin—=
n=1 p

2" Nt X

b, = — Of (X)sin— dx
p? P




