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En kemisk oscillator



1. BAKGRUND

I detta miniprojket skall ni studera ett sytem av 1:a ordningens differentialekva-
tioner som modellerar en viss typ av kemiska reaktioner. Modellen beskriver ett
tankt idealiserat forlopp snarare &n en specifik faktisk reaktion.

Det enklaste antagandet om reaktionshastigheten for en kemisk reaktion &r att
den ar proportionell mot de ingaende dmnenas koncentrationer. Om A, B och C
ar tre Amnen som reagerar enligt

A+B— C,

innebér det att man antar att deras koncentrationer, A(t), B(t) respektive C(t),
uppfyller

dC dA dB

— =——=——=FkAB
dt dt dt ’

dér k &r en positiv konstant, karaktéristisk for reaktionen. C'(¢) viixer da mono-
tont, och nirmar sig ett grinsvirde (som svarar mot att nagon av reaktanterna
har forbrukats).
For en reaktion

nA+mB — C
fas med samma antagande att
d
d—? = kA"B™. (Varfor da?)

Betrakta nu en reversibel kemisk reaktion av typ
X+YSZ+W

dér reaktionshastigheterna antas proportionella mot reaktanternas koncentratio-
ner. X bryts ner med en takt proportionell mot produkten XY, och nybildas i en
takt proportionell mot ZW, detta ger ekvationen

dX

= e kXY +Ek_ZW.
dt +A L

Hér ar £y och k_ positiva konstanter associerade med hoger- respektive véanster-
reaktionen. Motsvarande ekvationer fas for de andra koncentrationernas derivator,
och vi far ett system med fyra stycken ordinira, 1:a ordningens ekvationer.
Normalt férvantar man sig att de ingaende dmnenas koncentrationer gar mot
stationdra jamviktskoncentrationer, som dr oberoende av startkoncentrationerna.
Man har dock observerat reaktioner dar “sluttillstandet” istéllet dr periodiskt
oscillerande koncentrationer. Naturligtvis maste detta tas med en nypa salt, det
ar inte en Perpetuum Mobile; antingen maste energi tillféras systemet pa nagot
sétt eller sa ar “sluttillstandet” snarare ett langlivat transient tillstand.

De s.k. Belousov-Zhabotinsky reaktionerna (oxidation av malonsyra med kali-
umbromat under inverkan av lamplig katalysator) uppvisar savil denna typ av
beteende som andra spidnnande fenomen, sasom stabila men rumsligt inhomogena
tillstand, koncentrationsvagor, m.m. Dessa dr mycket komplexa reaktioner, och
for att fa forstaelse for fenomenen har man studerat olika modeller. Den vi skall
sysselsétta oss med hér dr en modell av Prigogine och Nicolis, “Brusselatorn”,
uppkallad efter forskargruppens hemstad.



2

Observera att for reaktioner i en levande cell dr det helt naturligt att ténka
sig reaktioner som sker under ett kontinuerligt inflytande av omgivningen (t.ex.
tillforsel av niringsimnen).

1.1. Brusselatorn. Denna modell beskriver de hypotetiska &mnena A, B, D, E,
X och Y som reagerar med varandra enligt f6ljande schema:

A—-X
B+X—=Y+D
2X+Y —+3X

X —E.

(R)

Héar dr A, B, D och E start- och slut-produkter, och deras koncentrationer antas
vara konstanta i tiden, dvs de tillfors/fors ut ur systemet i lamplig takt. Observera
att 2:a och 3:e reaktionen ger ett reversibelt férlopp for X och Y, och att 3:e
reaktionen beskriver ett sjdlvkatalytiskt forlopp for X.

Lat hiddanefter X = X (¢) och Y = Y (¢) beteckna de tidsberoende koncentratio-
nerna av X respektive Y, och lat likasa A, B, D, och E beteckna (de konstanta)
koncentrationerna av resp. &mne. Om reaktionshastigheten i varje steg antas vara
proportionell mot reagenternas koncentrationer fas féljande differentialekvationer
for X och Y:

X
d—:A—(B+1)X+X2Y
" dt
() dY
— = BX - X?%Y
dt

Vi har antagit lampliga virden pa proportionalitets-konstanterna, for att fa sa
enkla ekvationer som mojligt.

Vart mal dr att férsta hur koncentrationerna X och Y utvecklar sig i tiden for
olika fixerade viarden pa de konstanta koncentrationerna A > 0 och B > 0.
Speciellt &r vi intresserade av det asymptotiska (=langtids) beteendet hos X och
Y.

2. UPPGIFTER

Gor forst en teroetisk analys enligt nedan:

(1) Harled systemet (*) ur reaktionsschemat (R) utifran de allména princi-
perna i avsnitt 1.

(2) Visa att systemet (*) har en unik kritisk punkt (X, Y5) och bestdm denna
(som funktion av A och B). Vad motsvarar denna kritiska punkt i var
kemiska reaktion?

(3) Linjérisera kring den kritiska punkten genom att
(a) inféra de nya variablerna (z,y) = (X — Xy, Y — Yj) och sedan for-
kasta hogre ordningensn termer;
(b) genom att berdkna lamplig Jacobi-matris.

Overtyga dig om att dessa tva metoder ger samma resultat! Vad har de
nya variablerna (z,y) = (X — X,,Y — Yp) for tolkning?
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Vi studerar nu hur den kritiska punktens karaktir beror pa parametrarna A och
B. Vi sitter A =1, detta kan alltid uppnas genom omskalning, och varierar B.

(4) Klassificera den kritiska punkten till det linjiriserade systemet for olika
virden pa B > 0, (A = 1), och skissera relevanta fasportritt! Det finns
tva speciella virden By < By nir systemet byter karaktir, man siger

att systemet genomgar en bifurkation (forgrening) vid B; respektive Bs.
Bestdm B; och Bs.

(5) Vad tillater teorin oss att dra for slutsatser om det fulla systemet (*)
for olika B-viarden utifran detta? Hur kan vi tolka detta i termer av var
kemiska modell?

Komplettera nu din teoretisk analys med en datorstéd numerisk/grafisk analys.
Du kan med fordel anvinda de Maple-kommandon som finns beskrivna i Maple
och ordindra differentialekvationer ..., avsnitt 3, pa kurshemsidan.

For att fa en bra plot (inom rimlig tid) dr det viktigt att vilja lagom langa
interval f6r ¢-variabeln och “bra“ virden pa stepsize. Prova er fram; ett ¢-interval
t=0..20 och stepsize=0.01 fungerade bra for mig i samtliga fall, ibland kan
man dock klara sig med ett storre virde pa stepsize. Forsikra er om att ni (om
mojligt) har f6ljt banorna under sa lang tid att ni kan forutse deras fortsatta
beteende.

(6) Rita vektorfilt och fasportritt till systemet (*) med A =1 och fér minst
fyra olika varden pa B, forslagsvis B=B;—1, B=B;+0.2,B=B;+1
och B = By + 1. (Vi avstar ifran att rita fasportritt for fallen B = By
och B = Bs, eftersom problemet da #r sa numeriskt instabilt att inga
tillforlitliga bilder kan fas.) Prova med flera olika initialvillkor for varje
B-virde. Initialviarden néra den kritiska punkten &r ett naturligt val.

(7) For B > By ser vi nagot som inte kunde férutsigas fran den teoretiska
analysen. Vad da? Vad innebér detta for den kemiska reaktion vi vill
modellera?

(8) Sammanfatta dina resultat angaende Brusselator-modellen: Beskriv hur
det asymptotiska (=langtids) beteendet av koncentrationerna for &mnena
X och Y varierar med koncentrationen av B.

(9) Besok sidan http://www.aw-bc.com/ide/index.html och klicka dig fram
via linkarna Chaos and bifurcations -> Bifurcations in planar systems
-> Chemical Oscillator Tool. Hir kan du interaktivt experimentera
med ett likartat system som det ovan, som ocksa beskriver en oscillrande
kemisk reaktion.
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