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A-uppaifter
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1. Losinitiavérdesproblemet | ©
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Ange &ven lGsningens exigendnterval.

Ekvationen & separabel och kan skrivassom e” dy = (1- X) dX . Ledvisintegration ger
e¥ =-(1- x)?/2+ C.Begynnelsavillkoret ger (sittin X =1,y =In1/2) at C=1/2.Allts
2 2 2
- (1- - - 0]
_1-d- 97 _2x- X P y= Ina@X X T . Dennaldsningen genom punkten
2 2 é &
2

X
> 0 vilket & ekvivdent med at X(2- X) >0 vilketi

(L,In1/2) & definierad SAlange

gntur & ekvivdentmedat 0 < x < 2.
x- X2 0

SVAR: yzlngT;, O0<x<2.
@

2. Besdam samtliga fixpunkter till det tidsdiskreta dynamiska systemet (iterationsmode len)
X,y = X,€ % Bestam ocksA fixpunkternas stabilitet.

For ett tidsdiskret dynamiskt system X, = f (X,) gesfixpunkter som Isninger till ekvationen
x = f(X),i dettafal ekvationen X = x€" . x, = 0 & enl6sning till dennaekvation. Om x 1 Q
f&s ekvationen 1= €' *, med I6sning X, = 1.

Fixpunkterna stabilitet underssks med hjdp av f x) =e** - xe" * =e* *(L- X).
[f(0)=e>1 P (enligtsas) X, =0 & eninstabil (repellerande) fixpunkt.
[f(D|=0<1 P (enligtsas) X, =1 & en sabil (attraherande) fixpunkt.

SVAR: X; =0 & eningabil (repelerande) fixpunkt, X, =1 & en stabil (attraherande) fixpunkt.
Systemet har inga andra fixpunkter.



3. Bestdm den dlménnalosningen till differentidekvationen y« - 3y« + 4y(- 2y =0, n&r

manvet Y(X) =€e* & enlosning.

Ekvationen har karaktaristisk ekvation I - 3r? + 4r - 2=0. Eftesom y,(X) =€” & en
l6sning, har denkar. ekv.enrot r =1 U (r - 1) & en faktor i vansterledet.
Polynomdivision ger att vansterledet kan faktoriseras, och ekvationen skrivas

(r-2)(r?- 2r +2) =0, sikar. ekv. bvrigatvardtter gesav I =1+ i , som svarar mot tva
l6sningar Y, (X) =€ cosX och Y,;(X) =€ dn xtill den givnadifferentialekvationen. Allmén
|6sning fés genom superposition

SVAR: Allménlssning & y(X) = (A+ Bcosx + Csn x)e*, A, B, och C godtyckligareslia
konstanter.

4. Bestémen partikulélosning Y () til
y&+ 4yt+ 4y = x¥%e 2 x>Q

genom att goraansatsen Y (X) = u(x)e 2>,

Ansatsen Y, = U€E 2 ger
y¢ =u@?* - 2ue * och y¢=ul > - 4u® > +4ue .

Yp & nuenldsning om och endast om

(U > - 4u® > + 4ue ™) + 4(ue > - 2ue ) + que > = x¥%e &

som forenklastill den ekvivalenta ekvationen U 2* = x* 2e"2* somi sintur & ekvivalent med att
ut=x>2. Tva successivaintegreringar (dér vi nonchaerar integrationskonstanter eftersom vi

endast siker en partikul &l dsning) f&r vi u(x)=%x7’2 p yp(x)=%x7’2e'2x.

SVAR: Y, (X) =3iéx7/ %" % en partikulzr [6sning p& angiven form.




5. Best@m och klassficera de kritiska punkternartill det autonoma systemet
P X(=yx-y
|
Ty0=x+y+x°

Kritiska punkter & per definition [6sningar till ekvationssystemet
1yX-y= 0
| )
IX+y+x =0
dér den forsta ekvationen har de uppenbaralésningarna X =1 dler y =0, ochingaandra
[Gsningar.
Om X =1 & den andraekvationen uppfylldomm y =-2.
Om Yy = 0 & den andra ekvationen uppfylld omm X + X2 = O vilketi sintur géler omm X =0
dler X =- 1. Vi finner dltsatre kritiska punkter (1,- 2), (0,0) och (- 1,0).
Dessa kritiska punkters karaktar undersoks med hjdp av systemets Jacobimatris

AP/Tx TP/yo 1P(Xy) =yx-y
J(xy) = 'S

g =, darj 2.Vifi°i’
TQ/Tx QMY 7Q(XY) =x+y+X

e 0
J(xy) = Y =. Vi undersoker de kritiska punkterna en och en:
§1 +2x 1 4

2 06

1-2.3@1-2)= g 3 11. Matrisen & triangul&r, och vi kan |&sa av egenvérdena pa
(]

huvuddiagonalen; ett positivt och et negativt egenvérde implicerar at (1,- 2) & en sadelpunkt.

@ _10 2
(0,0). J(0,0) = 2t =0+1=1>0,D=1,t%- 4D=-3<0 geratt
81 15

(0,0) & eningtabil spird.
20 -20 __ )
(-10). J(-10)= +. D=-2 gerat (- 1,0) & en sadelpunkt.
&1 15
SVAR: Systemet har tre kritiska punkter, (1,- 2) och (- 1,0) som & sadelpunkter (sddana &

instehila) och en instehil spird i (0,0).




6. Bestdm en icke-kongant 16sning till

1 ug(xt)=uf(xt), t>0, 0<x<3

[ ugat) =0, t>0,

Luo,t) =0, t>0.
Vi ansitter 16sningar av formen u(x,t) = X (X)T(t) . Differentialekvationen separerastill
% =¥=g (separationskonstant). Vi provar forssmed g = -1 2,1 > 0. For X f&r vi dd
ekvationen X @+ | 2X =0 som har lésningar X (X) = Acosl x + Bsinl x. Villkoret
u(0,t) =0, t >0 implicerar for enicke-kongtant I6sningat X(0)=0 P A=0,sa
X(x)=BdnlIx,B* 0 b X{(x)=BI cosl x.Villkoret u¢(3,t) =0,t >0 gerpd
motsvarande sitt at X(3)=0 P cos3l =0, eftesom B 0,1 * O, vilket ger

3l :%+npl3 | :%+%.Viv‘c1jern20, B =1 ochfa X(X)=9npx/6 horande

2

2 P’
For T f& vi daekvationen T G+ Z_GT =0,somharenlésning T(t) =e 3 .

-t
Vi hittar alltsien 16sring u(x,t) = X(X)T(t) =€ 3 sin(% X).
(Vi behdver inte prova med icke-negativ separationskongtant, vi har redan en 16sning)
P
SVAR Tex. u(xt) =e % sin(%x)

B-uppgifter

7. Envisspopulationsstorlek P(t) uppfyller differentialekvationen

dP _3 P? 0
___P ——I
dt 2 gi 10"

Vad kan man siga om populationsutveckling pa lang sikt, och hur beror
|&ngttidsbeteendet pa den initiala populationsstorleken P(0) ?

Ekvationen & autonom, och har stationéralésningar P(t) = konstant som gesav

o) 29 R
E 1- P—loi:O U P=0dler P=10°. Dedationdralésningama P =0 och
2 g 107 5



P =10°ddar tP-planet, P3 0, i tv& horisontellaband (varav det 6vre &r uppét obegransat).
Ovriga l6sningar rér sig inom ett av dessa band, p.g.a av entydighet kan de inte korsa konstant-
|6sningarna (eller varandra).

For att faen bildaav 6vrigalosningars utseende tittat vi pa riktningsfatet. Teckenstudium av

ekvationens hogerled visar at % >0 salinge 0< P <10°, sAl6sningar i dettaband &

monotont vaxande, och % <0 n& P >10°vilket ger montont avtagande lésningar i detta band.

Monotona, begransade |6sningar maste nrma sig et gransvéarde som i sin tur maste varaen
kongtantl 6sning.
SLUTSATS=SVAR: Vaije postivt begynnelesvarde P(0) >0 ger enlosning P(t) sidan ait

lim gy P(t) = 10°, dvs. populationen kommer att stabiliserar sig p& denna niva, oavsett
initial popul ationens storlek.

8. Betraktafdljande system
¢_§ae 3 2 8 9 ge<(t)':9'
Xe=e-1 -1 0 X xm=¢yo~

€0 0 -2 S2(t) 5

a) Bestam sysemets dlménna lésning.

b) Beskriv banorna (=l6sningskurvorna) i xyz-rummet i ord och med enkla skisser. Beakta
specidlt fallen med banor som startar pa z-axeln respektivei xy-planet, men beskriv ocksa
Ovriga banors utseende.

a) Vi berdknar sysemmatrisens egenvarden:
- 3-1 2 0

- 3- 1 2 )
o= -1 -1-1 0 :-(2+I)‘ 1 _1_|‘:-(2+I)(I +4] +5)
0 0 -2-1
somger |, =-2,1,,=-2%i.
2
Till 1, =- 2 beréknas (selaroboken) egenvektorn K ; 280;.
&1y
205

Vi f&r enlésning X (t) = goée‘ 2
815



Till det komplexkonjugerade paret | ,; =- 2+ 1 av egenvérden finner vi 6sningar (se l&roboken)

1830 Ao U Tee 19 ado U

X, (t)=e?j : gl_cost +go_9nty och X,(t) =€ | : g 0 -cost - glsnty

105 &5 | €05 &0z |
Allmén |6sning fas genom superpoaition.
SVAR: X(t) =¢ X, + C, X, +C; X, C godtyckligaredlatd, X; somovan, i =1,2,3.
b) X, beskriver en rérelse 1angs z-axeln, in mot den sationéralosningeni origonér t ® +¥ .
X, och X rér sg béggei en spird i xy-planet, inmot origonér t ® +¥ . En dlmén 16sning & en
superposition av dessatva rorelser, dvs. en spira-rorelse langs ytan pa en ré kon med z-axeln som
huvudaxel med sin spets origo. Rorelsen gar mot xy-planet och mot origo nar t ® +¥ .

10, - ¥<t<-p/2
o L& f(t)={l -pl/2EtEp/2.
¥Q pl2<t<¥;
a) Bestam f:s Fourierserie paintervalet (- p,p ).
b) Bestam Fouriertransformen av f pa& (- ¥ ,¥ ), och ange ocksa formeln for

aertransformering. (Ett par olika definitioner av Fouriertransformen forekommer i litteraturen; du kan
naturligtvis véljaden du & bekant med.)

9 @) Vi bestdmmer Fourierkoefficienterna. Eftersom funktionen & jamn gdler att Fourierserien pa

3 o

intervallet (- p,p ) & av formen ~ +a a,cosnx.
n=1
2p 2p/2
a, =—Qf (t)dt=— Odt =1, och
P o p
oP opl2 5 D 5 10, n=0,2,...
=—f (t)cosnxdt =— cgosnxdt :_gs E :n—sinm: %2/(np), n=15,...
Po P P 0 P - 2/(np), n=37,..

SVAR(94a): f(t) harpa (- p,p) Fourierserien

¥
E"‘ a(- 1)mLCOS(2m+Dx=£+Ecosx- icos3x+£cosSx+...
2 o (2m+1)p 2 3p



¥
9b) Fouriertransformen F (W) definierassom F (W) = ()f (t)e"™ dt somi dettafdl &
-y

pl/2 p/2 p/2 .
= g™ dt= cposwt+isnwtdt=2 cposnt dt=231WP/2)
W

-pl/2 -pl/2 0
¥

SVAR (9n): F(w) = f (t)e’ Wt gt = 2sn(wp/2) . Atertrandformering f&s genom
w
-y

¥\sin(Wp/2)
wp

¥
F(t) ~ = Fw)e™ dw = & g |
2p

-¥

10. Kongrueraett 1:a ordningens initiavardesproblem (en differentialekvation samt ett
initialvarde) som har en16sning Y(X) som existerar paintervallet (1, ¥ ) och s3dan att
Y(X) har det oegentligagransvardet + ¥ nar X gar mot 1 frén hoger, dvs.

lim y(X) =+¥ .

X- >1+

Funktionen Y(X) = L har de 6nskade egenskaperna. Eftersom y&X) = - uppfyller

1
x-1 (x-D°
y differentidekvationen y¢= - y2 , och eftersom ys graf passerar genom punkten (2,1) uppfyllery
initiavillkoret y(2) =1.
SVAR: T.ex. : ye=-y°
Ty(2)=1



