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5B1212 Differentialekvationer och Transformer |11
Tentamen 26/5 2004
Svar och 16sningsfor slag

L 6sningsfor dagen nagot forkortade. Vissa sandar dber akningar och figurer har
utedamnats; vid ett tentamenstillfalle skall alla ber 8kningar redovisas, och I6ningar na
forses med lampligafigurer.

A-uppgifter

1

En djurpopulations storlek som funktion av tiden beskrivs av en funktion P(t) som antasvara

o dP .
bestamd av differential ekvationen E = P(a - bin P) , dér a och b &r positiva konstanter, och av

initialvardet P(0) = P, >0.
Bestam lim oy P(1).

Ekvationen & autonom.
Forst kondtaterar vi att ekvationen har Sationéralosningar som ges av

P(a- binP)=0somhar P =€*" som enda positivalésning.

Vi gor teckenstudium av % =P(a- bInP) for P >0 och skisserar Isningkurvornas

utseende.
P dP/dt  dP/dt A P(t)

>e?® <0 avtagande

=e?® 0 konstant

<e? >0 vaxande /
0 - - >t

Det framgér att lim ., ,, P(t) = €*'® fér dlabegynneisevillkor P(0) = P, > 0.




t) & 1 2
2. BestémaIIaX(t):a(()gsédanaattd—X:% X.
Hp A g2 -1

Vi anvander egenvardesmetoden. Den karaktéri stiska ekvationen

-1- | 2 2 )
0= =(1 +1%- 4=12+2 - 3narrotter | , =1 och
2 -1- 1
l,=-3.
o 240 el ¢
Motsvarande egenvektorer beraknastill (se l&roboken) K | :glg och K, = =
) B

Vi f& den diménnalosningen X(t) = Agget + Bgl ges)t
2 - 1g




| X( = y
3. Finn allastabilakritiska punkter till systemet |
Ty¢=x+ X2 + xy

iy=0
Kritiska punkter gesav | vilket & ekvivaent med att (X, y) = (0,0)
T X+ X2 + xy=0

dler (X,¥) =(- 1,0).

Stabliliteten studeras med hjdp av systemets Jacobimatris
2 1 1 ('j

I(xy) = ¢ x’ v e O 16
§$(x+x + xy) _(x+x +xy)_ %l+2x+y Xﬂ
g

I (XY)= (O O) fés
J(0,0) = g + Mmfmnerattdmnamatnshar egenvaden | =+1. Sedes&

(0,0) ensaded punkt och & darmed ingtabil.

I (X, y)-(-lO) fés
J(-10) = OE d o= 1
: envarden gesav
E P J 1 -1

atl = 1/— -1=-— + I\/7 dvs. komplexa egenvarden med negetiv readel.

Dettaimpllcerar att den krltlska punkten & en stabil spirdl.

‘—I 24| +1somger

SVAR: Systemet har endast en stabil kritisk punkt, namligen (X,y) = (- 1,0)




4. Bestam Fourierserientill funktionen T som ges av att
0 f(t)=tfrlE£t<3 och
(i) T & periodisk med periodiangd T =2.
(Du kan véljaom du vill anvandakomplex eller reell trigonometrisk form)

Vi bestdmmer serien pared| form. Fourierserien & bestamd av funktionens varden pa ett
godtyckligt intervall av langd T = 2. Paintervalet |- 1,1) har f formen f(t) =t + 2, och
vi beréknar Fourierserien Gver dettaintervall.

Infor forgt funktionen h(t) = f(t)- 2=t pa [- 1,1). Detta & en udda funktion pa ett
symetriskt interval, och dess Fourierserie blir darfor en ren Snus-serie

¥
a b,snnpt dar

n=1
b, = c‘;sn npt dt —2dsn npt dt =[standardrakningar | = (- 1)”*11.
np
DettaardltsaFounerserlenfor h(t) = f(t) 2= tpa[ ZLl) Foljaktligen har
(1) = h(t) + 2 Fouriessien 2+28 (- ™ SMPL
P n= n
y .
SvAR 2+2§ (-raSnnet

P n=1 n




5. Bestdm den dlmannalésningen till differentidekvationen y@+ 2yC+y = ellint
(Du kan hanyttaav formeln

n+l n+l
G“Intdt=t nt >+Cforn=012...)
n+l (n+1)

Vi [6ser forst den homogena ekvationen som har karaktaristisk ekvation
2+2r +1=0,dvs I =- 1 & en dubbelrot, s3 den alménna homogen lésningen
ay,(t) = Ay, (t) + By, (t) dar y,(t) =€ " och y,(t) =te™".

Vi best&mmer sedan en partikul&élésning till den givna ekvationen med sk. variation av
parameter. Vi soker alts Y (t) = U, (1) y; (t) + U, (t) Y, (t) . Det & ként att detta ér en
parti kulérldsning om

y, f

ug=- Yol o ug._W dar f (t) =[diff.ekvs HL| =€ 'Int och
- t -t
W=y1 y2= e_t _tte -t:e-Zt'
v¢ V4§ |-e' e'-te
Vi fa dltsa
te-te-tlnt enl ledning t2|nt t2
UF:'Tz'tlnt I:) Ul(t)z- +Z OCh
e-te-t Int enl ledning
ugt=e_—2t=lnt p u(t)=tint-t.
Ft')ljd(tligenér
t2] 2 i 2 2 &
Int t°0 & Int 3°0_
y, () = é + —e Y+ (tInt - t)te g - =%
45 2 44
Den diménnalsningen fas nu som
t?Int 32
yt)=yn+y, =(A+Bt+ -—)




6. Bestamallafunktioner U(X,t) paformen U(X,t) = X (X)T (t) somuppfyller
2
TU 1T <1t 0. on U(0,) =u@LD) =0, t > 0.
™2 21t

Den trividalosningen U(X,t) = 0 f&s genomingpektion. Om U(X,t) * O &r bade X och T
skildafran noll och
2 - ¢ ¢
ﬂ_l;:}ﬂ p X¢:1XT¢ U X—:Elzg:konstant (D).
™ 21t 2 X 2T

Vidare gdler at,om T (t) inte&r identiskt likamed noll,
u0,t)=u(t)=0,t>0 b X(0)=0, X@)=0 (2.

Forg=12>0gar@at X& [2X=0 P X(x)=Ae'*+Be'*.
Randvillkoren (2) ger d&

X(0)=A+B=0 b A=-B, 2 X(xX)=AE'*- e'*). Detanadra
randvillkoret ger dd X () = A(e' - e' )=0FEftesome' 1 e forl 1 0
foljer at A =B = (. Dvs. Positiv separationskonstant ger endast den trivila losningen.

For g =0 ger (1) att X« =0. Dettager at X & enlinja funktion, och (2) medfor
aerigen at X & identiskt likamed noll.

g=-12<0ger(2 X®+12X =0 b X(x)=Acosl x+Bsn| x.
Ranavillkoren (2) ger att
0= X(0) = A sd X(x) =Bsn| X. Det andrarandvillkoret ger sedan att

0=X() =Bsnl som har icke-trividalosiingaromm | =1 =np.
Motsvarande X-losningar gesav X ,(X) = B,, Sn npx.

Forg=-12=-n%pfésurQatT¢=-2np°T b T=Tn(t)=Cne'2“2p2‘

-2np 2t

Sutligen fés altsd mdjligalosningar p& angiven form som u(x,t) =c.e snnpx.




B-uppgifter

7.

d
a) Bestam allal6sningar till differentialekvationen d_y =Xy - X. (2p)
X
i} . . . . du — w2
b) Bestédm allal6sningar till differentialekvationen d— + XU = XU~
X
Tips: Substitutionen U = y'lfdr uto hjalper dig en bit pavagen. 2p)
. . dy _ I ) .
a) Ekvationen kan skrivas d_ - Xy = - X och & linjér av forsta ordningen. Integrerande
X
CO¢ X2 . o
faktor betamstill m=e ~ =¢e . Ledvis multiplikation med " ger
2 d 2 N d g2 2 A~ g2 N
ex/2d_y_ x/2y_ xeXIZUd—eX’zy:-xeX’ZUeXlzyzoxe
X X

Integralen | hogerledet bersknastill €% /2 + C och det foljer at y(X) =1+ Ce* 2.

b) Vi obsarverar fort at U(X) © O & enlosning.
Eftersom ekvationen kan skrivas som %= f(x,u) dar f(x,u)=xu®- xu é&en
X

funktion som verdlt & kontinuerlig med kontinuerlig u-derivata kan vi tilldmpa satsen om
exigens och entydighet av 16sninger till 1:a ordningens initidvardesproblem

gdler att det genom varje punkt i xu-planet gar det precis en |6sningskurva. Speciellt kan
ingaandralosningar korsalésningen u(x) © O.

Vi soker nu dvriga losningar, som dltsa maste vara skilda fran for dlax. Vi gor
_ 1 du _ d1l _ 1 dy
Subditutionenu=y - p —=—=—=- Den givnaekvationenii b)
dx dxy y*dx

overga i
- izﬂ+xl=xi2 U %- Xy =- X. Enligt @) ger detta
y"dx y vy dx

1 1
y(¥) 1+Ce’’?

y(X) =1+Ce*'? Avif& u(x) =

SVAR: @) Y(X) =1+Ce*'? 1) u(x)° 0 och u(x) =
1+ Ce"

2

-x°/



8. Enpartikel ror sigi xy-planet. Vid t = O startar denii punkten (ll) och vid tidpunkter t > O befinner

I X(=
densigi punkten (X(t), y(t)) , dar (X(t), y(t)) uppfyller i X=x+oy
|

yC=- x+3y
Beskriv partikelns bana genom att
a) bestamma funktionerna X(t) och y(t); (2p)
b) goraen enkel men principiellt korrekt skiss av banans utseende. (2p)

a) Vi best@mmer forst de ( (t) y(t )) som uppfyller de givna differentiaekvationerna, som

ae<o el Sx0
kan skrivas som g g é <. Egenvarden bestdmms pa sedvanligt st till
Yo 1 3&yg

| =2+2i. Enkomplex egenvektor till | =2 + 2i f&ssom enicktrivid [Gsning till det
linjéra ekvationssystem som har koefficientmatris
- (2+2) 5 0 eel-2 5 0

= . Nedre raden multiplicerad med
-1 3-(2+2) g § -1 1- 2l)g

1+ 2i subtraherasfran forstaraden och vi fér, efter teckenbytei andraraden, den

ekvivdentamatrisenw 0 9 Fdljaktligenar ZIO éoﬂae 20
gl -1+2ig 2 gl;a g

komplex egenvektor Vi far (se Iéroboken) en dlman 16sning

ae<(t)o

2.. e P
e Aégl—cosz E —sm2t B3 cos2t +aégsin 2th
Y(t)fa 0g 2 :
Villkoret att partikelnvid t = 0 startar i punkten (11) uppfyllsom vi vdljer A=1 och
B = 0. Den sikta banan beskrivs dltsd av

gae((t)o e? !aégcoszt + a@%m 2ty.
y(t) g 2 Og [V)

b) Kan |6sas utan &t finna den explicitalésningen. Enligt ) har systemet komplexa
egenvarden | =2+ 2i , med positiv realdel. Det innebér att varje [6sningskurva beskriver
en spirdrorelse kring och ut fran origo. Den sokta banan startar dessutom i punkten (ll).
Vidare ser man at spriden gar medursi xy-planet; dettainsest.ex. genom at rita ut nagraav
vektorernai vektorfaltet (X(, y(). Ritafigur!




. &) Berdkna Fouriertransformen av

il, Of£t£fa
f() =]

10, t<Odler t>a
dér a & en positiv konstant. Ange ocksa formeln for fs Fourierintegral. (2p)
b) Fouriertransformera funktionen N(t) nar manvetatt h(t) = (t - D)g(t - 1 ochatt g(t) har
Fouriertransformen (W) = : 5 - (2p)

1+w
a) Enligt definition & Fouriertransformen
" ¥ _ a An- 1WE l:la _ o iwa
fw)= of e ™ dt=gg™ dt=— =25 = L(snwa+i(- 1+ cosva))
.Y 0 e IWOO W W
¥
Fourierintegralen till (inversransformeringen) ges av 1 of (w)e™ dw .
-y
- [
b) Vivetat g(w)= .
) Vivetat g(w) Tow?
Vi berdknar forst Fouriertransformen F(tg(t)) :
i i 1d d d
F(tg(t) = got)e™ dt=gt)——e ™ dt=— cgt)e™ dt5—gw) =
(ta () _(?9( ) _99() o dw_gﬂ( ) dwg( )
i d I _ 2w
dw :|_+W2 (1+W2)2
Vi ber&knar Fouriertransformen ﬁ(W) =F((t- Dg(t-1):
" iwt ps=t-1 ds=dtyj_7 -iw(s+)
F((t- Do(t-1)= gt- Dg(t- De ™ dt=j v = (pa(s)e ds
v 1t=s+1 % v

¥ -iw
=™ gpg(9)e™ ds=e ™ F(tg(t) = e

- ¥ (1+W2)

1- g™ . . _
. = —(sm wa+i(- 1+ coswa)) med inverstransform
iw w




10. Funktionerma F (X), n=12,..., N & kontinuerligapdintervallet [a, b] och
sadana att
b iL, n=m;

0 n(QF n(X) dx=j

10, nim
a

N
Envissfunktion f(X) ken skrivas f (X) = é c.Fn(X) darc,n=12...,N
n=1
ar konstanter.
b

a Visaat C, = Of (X)F ,(X) dx. 2p)

a

b)Vlsaattdf(X)] dx = ac (2p)

n=1

a) VA et fixt men godtyckligt hdtd m, 1£ m£ N . Multiplicerabégge led i
N
likheten f (X) =& G,F (X) med F _(X):

n=1

N
FOIF m(X)=a F n (XF n(X).

n=1
Integrera sedan béggeled m.a.p X Over intervallet [a, b] ;
b

of(x)F (x)dx= (ﬁcF (X)F ., (X) dx

an=1
V| byter ordning paintegration och summatl on i hogerledet, som da kan skrivas
N b b
= a n F o (XF (X)) dx= a C, OF (XF ,(X) dx.
n=14 n=lL 4

Det & givet att integrdernablir noll sdvidainte N =m, i vilket fal den =1.
b

Alltsa fér vi at f (X)F ,,(X) dx=c,, . Eftersom m var godtyckligt & pastéendet
a
bevisat.
b)
o2

b N N
df(x)]2 dx= Oéac F (x)u dX= A & CnCnF n(¥F m(X) dx=

a€n=1 an=1m=1

= a a Cncmd: n (OF () dx

n=1m=1



Vi anvander der det givnavillkoret paintegralernaoch finner att

b N
Jf )] dx=Q c?, vilket skulle bevises

a n=1



