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1. INTRODUKTION.
1.1. Modeller i kontinuerlig respektive diskret tid.

1.1.1. Kontinuerlig tid. Vi har tidigare studerat hur autonoma foérsta ordningens
ordinéira differentialekvationer kan anvéndas for att modellera vissa fenomen som
varierar pa ett lagbundet sitt 6ver tiden. Till exempel kan x = () ténkas
beskriva storleken av en viss djurpopulation, dar ¢ dr en kontinuerlig tidsvariabel,
dvs. t varierar 6ver (ett delinterval av) de reella talen, och for varje reellt tal ¢ i
definitionsméngden antar x(t) ett specifikt virde. Tidsutvecklingen av x(t) styrs
av ett begynnelsvéirdesproblem

d
) d_f = f(z) (Differentialekvation)

z(0) =«  (Begynnelsevirde).
Vid tidpunkten ¢ = 0 startar variabeln z i virdet a. Den fortsatta utvecklingen
styrs av differentialekvationen. Intuitivt kan vi tdnka pa det hela som en rekursiv
process som stegar fram i infinitesimalt sma tidssteg dt. For t > 0 bestdms vardet
z(t+dt) av att vi startar i z(¢) och ror oss vidare i tangentens riktning, som enligt

(1) ges av — = f(x),

z(t + dt) = z(t) + f(z)dt.
Kommentar. Att problemet &r autonomt betyder som bekant att hogerledet i
differentialekvationen inte explicit beror pa t. Det innebér att om vi startar om
systemet i samma starlige vid en senare tidpunkt, sa kommer det att genom-
l6pa samma utveckling, det dr bara begynnelsevirdet, och inte beygnnelsetiden
som bestdmmer utvecklingen. Man séger ocksa att (1) utgor ett en-dimensionellt
dynamiskt system i kontinuerlig tid.

1.1.2. Diskret tid. 1 manga sammanhang ar det naturligare att téinka sig en vari-
bel x som beror av en diskret tidsvaribel. Det innebér att den beroende vari-
abeln z antar vdrden endast i (icke-negativa) heltalspunkter, dvs. z = z(n),
n = 0,1,2,3,.... Man indikerar ofta tidpunkten n med ett index istéllet, x =
z(n) = x,, och vi skall félja denna praxis hir nedan.

Inom biologin anvénds tidsdiskreta modeller t.ex. ibland nér man vill modellera
populationsutvecklingen hos ettariga insekter. D& betecknar z,, antalet individer
som lever ar n, dvs. antalet individer i n:te generationen, vid en viss tidpunkt i
deras livscykel. Om den omgivande miljon dr densamma ar fran ar dr det rimligt
att forestilla sig att antalet individer nédsta ar dr entydigt bestidmt av antalet
individer innevarande ar, det dr ju den enda varierande storheten, dvs. x,,1 =
f(z,). Analogt med det tidskontinuerliga fallet &r nu utvecklingen bestimd av
ett begynnelsevirde och en rekursionsformel

ZTnt1 = f(z,) (Rekursionsekvation)
(2) _ )
To=a (Begynnelsevirde).
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Rekursionsformeln ger att
21 = f(w0) = f(a)
2o = f(21) = £ (f (a) = f o f(a) “" =™ f*(a)
w3 = f(22) = f (f (f (a) = f o f o f(a) *" =" f*(a)

Tn = f(Zn-1) = f*(a)

dér f"(z) definieras som

Fr() O £ (F( L f(2))):
N——

n st.

Observera att f™ alltsa betecknar f sammansatt med sig sjilvt n ganger (inte
n:te potensen av f). Att sammansitta en funktion med sig sjilv pa detta sitt
kallas att iterera funktionen; f™ kallas det n:te iteratet av f. Man siger ocksa att
(2) definierar ett endimensionellt dynamiskt system i diskret tid.

Definition 1. Foljden av punkter {xg, 21, zo, . .. }, ddr z, = f (z,_1) kallas banan
horande till 2y under (iteration av) f.

Kommentar. Observera likheterna och skillnaderna mellan (1) och (2). Analogin
blir tydligare om det tidsdiskreta systemet &r givet av en differensekvation

Tps1 — Tn = d(z,), n=0,1,2,... (Differensekvation)
To=a (Begynnelsevirde),

dér d(z,) beskriver fordndringen fran generation n till generation n + 1. Varje
differensekvation kan naturligtvis skrivas pa den generellare formen (2) genom
att sitta f(z,) = z, + d(z,).

Kommentar Nér vi tdnker pa populationsmodeller med en variabel z,, som beskri-
ver populationens storlek, behover inte x,, ndédvandtigtvis vara antalet individer
vid tid n. Man kan ocksa tidnka sig en annan skala, sa att xz, dr antal indivi-
der rdknat i t.ex. tusental, eller att x, méter populationens samlade vikt, den
s.k.biomassan.

Owning 1.1. Den enklaste populationsmodellen i diskret tid #ir den linjira, z,, =
AZ, 1, n > 1, ddr A dr en positiv parameter och x,, > 0 fér n =0,1,2,....
(a) Vad har parametern A for biologisk tolkning?
(b) Uttryck z,, som en funktion av zy, A och n.
(c) Sammanfatta sedan i ord hur denna populationsmodell beter sig i det
langa loppet (dvs. nidr n — o0), och hur detta beteende beror pa xy och
A.
(d) Vilka problem kan du se med denna modell som en beskrivning av verkliga
populationers storlek?
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Att som i detta fall kunna hitta en explicit och hanterbar formel for x,, ar for
det mesta omdjligt for andra modeller.

Owning 1.2. For att avhjilpa bristerna med den linjéira modellen, vill man intro-
ducera en ddmpande faktor for stora populationer. Om vi ténker oss variabeln
z, skalad sa att 0 < z,, <1 kan vi t.ex. prova med

Ty = )‘xn—l(l - xn—l)

(a) Observera att om x,_; dr litet (dvs. nédra noll) &r z, ~ Az, ;.

(b) Om z,,_; dr stort , dvs. néra 1, sa kommer z,, att vara litet.

(c) Pa vilket sétt dr denna modell mer realistisk &n den linjara? Vilka brister
har den?

(d) Skriv z; och zs som funktioner av 25 och A. Kan du séga nagot allmént
om x, som funktion av xy, A och n?

1.2. Andra exempel pé iterativa metoder. Iterationer anviinds och uppkom-
mer i manga andra sammanhang dn det ovan ndmnda fallet med populationsmo-
deller.

e Newton-Raphsons metod anvinds vid numerisk 16sning av ekvationer g(z) =
0. Utifran en initial uppskattning zy av den sokta roten berdknas succe-
sivt béttre approximationer z,, = Ny, (z,-1), diir Ny(z) = z — g(z)/g' ().
Detta kan du ldsa mer om i t.ex. din gymnasielitteratur och likasa i de
flesta ldrobdcker i en-variabel analys. Newton-Raphsons metod kan ocksa
anvindas da man soker komplexa rotter till t.ex. ett polynom, detta leder
till iteration av en rationell funktion definierad i det komplexa talplanet.
Man stoter da pa helt nya fenomen, Figur 1.

e Numeriska metoder for losningar av differentialekvationer bygger ocksa
pa iterativa procedurer. Ar du intresserad kan du t.ex. lisa i kapitel 9 i
Zill-Cullen.

e Iterationer kan ocksa goras i hogre dimensioner. Langtidsprognoserna for
vidret baseras pa en iterativ modell med manga tusen variabler, dér varje
iterationssteg riknar fram vidersituationen ca. 10 minuter.

e Iterationer (diskreta dynamiska system) &r ett livaktigt forskningsomrade
i sig inom matmematiken, relaterat till s.k. “kaos-forskning” och frakta-
ler. Har nedan kommer vi att berora iterationer i en reell variabel samt
iterationer av kvadratiska funktioner i det komplexa talplanet.
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Ficur 1. Bilden visar en del av det komplexa talplanet, med origo
i mitten dér de vita spetsarna mots. Det vita omradet utgors av
de komplexa tal som konvergerar mot roten z = 1 till 22 — 1 =
0 under Newton-Raphson-iteration. Detta dr ett exempel pa hur
s.k. fraktaler naturligt uppstar i samband med dynamiska system.
Bilden &r tagen ur [PR], dir du ocksa kan lidsa mer om detta.

2. NUMERISKA EXPERIMENT MED REELLA ANDRAGRADSPOLYNOM
. Lat oss experimentera med att iterera kvadratiska funktioner av formen
Qx(z) =Az(1l —x), didr 0 < A <4 dr en parameter och 0 <z <1.

Det &r ldtt att visa att villkoret 0 < A < 4 gor att (), avbildar intervallet [0, 1]
in i sig sjélvt, dvs. 0 <z <1 = 0< Q\(z) < 1.

Ovning 2.1. Bevisa detta pastaende!
Vi véljer nu forst A = 3/2, och iterar 32 med ett par olika initialvirden. Med

xo = 0.50 far vi (med tva decimaler)

0.50 23 0.38 %2 0.35 %2 0.34 %2 0.33 %3 0.33 &4 ..

Ty = 7:,}/2(1/2) tycks konvergera mot x = 1/3. Vi kan se detta tydligt i Figur 2
dar vi har plottat =, mot n.
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FIGUR 2. Tterat av @) med A = 3/2 och zy = 1/2.

Ficur 3. Iterat av @) med A = 3/2 och zy = 1/5.
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FIGUR 4. z =1/3 &r en attraktor till Q3/s.

Vi itererar nu (03 med starvidet zo = 0.20 med och plottar, se Figur 3.
x,, tycks ater stabilisera sig kring punkten x = 1/3. I sjilva verket &r det sa
att for alla startvirden 0 < 2y < 1 far vi samma asymptotiska beteende:

lim @3/,(z) = 1/3.
n—0o0
Man séger att x = 1/3 &r en attraktor till Qz/s.

Observera ocksa att (Q3/2(1/3) = 1/3, sa « = 1/3 &r vad man kallar en fizpunkt

till Q3/2.
Lat oss nu prova med ett annat parametervirde, vi viljer A = 3.4. Med start-
vardet xg = 0.5, itererar vi ()34 och plottar x,, mot n i Figur 5

FIGUR 5. ITterat av @, med A = 3.4 och zo = 0.5.

Det visar sig att de allra flesta startvirden zy kommer att resultera i samma
langtidsbeteende, banan svinger in mot ett och samma periodiskt forlopp. Nar-
mare bestdmt finns det tva punkter ¢; ~ 0.45 och ¢o &~ 0.84, som &r sadana
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Q3.4(q1) = ¢2 och Q3.4(q2) = q1, dvs. Q3.4 avbildar dem pa varandra. Nistan alla
(i en vildigt precis mening, som vi inte gar in pa hir) startvirden o resulterar
i banor som svinger in mot detta 2-periodiska forlopp ¢4 — ¢ — ¢;.... Det
forsta faktumet, att Q3.4(q1) = g2 och Q3.4(g2) = ¢, uttrycker vi genom att séga
att {q1, g2} dr en periodisk bana (alternativt cykel) till 34. Det andra faktumet,
att de flesta banor konvergerar mot denna cykel, uttrycker vi genom att siga att
denna cykel ar en attraktor, en attaktiv periodisk bana.

Lat oss avsluta med att vélja A = 4. Vi plottar de 40 forsta punkterna pa de
tva banor som har initialvirde xq = 0.20 respektive o = 0.21. Vi ser i Figur 6

FIGUR 6. A = 4 och 2y = 0.20 respektive o = 0.21. Observera hur
nérliggande virden snabbt separerar under iteration, s.k. kdnsligt
beroende pa begynnelse-villkor.

att banorna har ett mycket mer komplicerat beteende &n det vi har sett tidigare.
Vi ser ocksa hur banorna, som startar nira varandra snabbt avligsnar sig ifran
varandra. Efter 7 iterat befinner de sig i varsin énde av intervallet; en osékerhet
i 2:a decimalen av xy gor att vi inte kan forutsidga laget av x; 6verhuvudtaget!
Minskar vi osiikerheten i begynnelsevirdet till storleksordningen 10~* kommer
banorna dnda att separeras helt redan efter ~ k steg. Jimfor detta med den
situation vi sag tidigare, nar vi hade en attraktiv fixpunkt eller cykel; da kunde
vi forutsiga langtidsbeteendet exakt utan att veta var vi startade 6verhuvudtaget!
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Owning 2.2. Experimentera nu vidare sjilv. Fran kurshemsidan kan du ladda ner
en korfiardig Maple-fil, iterera.mws, med vars hjélp du kan gora egna experiment.
Beroende pa hur du viljer parametern A far du olika typer av beteenden. De fall
vi har sett hiarovan dr bara borjan och slutet pa en lang historia!
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3. GRAFISK ITERATION

Ett enkelt sitt att undersdka iterationer av en en-variabel funktion f(z) &r
med s.k. grafisk iteration. Ett exempel ses i Figur 7.

FiGcur 7. Grafisk iteration.

(I) Rita grafen y = f(z) och linjen y = x i samma figur.
(IT) Vilj ett startvirde zo pa z-axeln.
(IIT) Ga lodritt fran x, till f:s graf, dvs till punkten (zo, f(zo))-
(IV) Vi vill hitta f(x¢) pa z-axeln snarare &n pa y-axeln: Ga horisontellt fran
(@0, f(xo)) till linjen y = z, dvs. till punkten (f(zo), f(z0)).
(V) Om du vill lokalisera z1 = f(x) pa z-axeln, ga lodratt fran (f(xo), f(xo))
till z-axeln.
(VI) Om du vill fortsétta att iterera, ga lodrétt fran (f(zo), f(zo)) till grafen
y = f(x), osv.
Observera att en fixpunkt ¢ till f, f(¢) = g, aterfinns som skérningen mellan
f:s graf och linjen y = x.

Kommentar. Om z,, = f(x, 1) modellerar sig en viss populations dynamik &r
variabeln x,, tillstandsvariabeln, den som beskriver populationens storlek. z-axeln
kallas dérfor tillstindsrum (eller fasrum). Vi vill forsta hur foljden {z,}, ror sig i
tillstandsrummet. I ovanstaende procedur ror sig {z, }, snarare lings diagonalen
y = z, men det kan ju ldtt omtolkas till en rérelse pa z-axeln.

Ovning 3.1. Undersdk medlemmarna i den kvadratiska familjen @, i Figur 8 med
grafisk iteration. I de fall du hittar en attraktiv fixpunkt eller periodisk bana, ge
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FiGUR 8. @) med A =1,2,2.9 resp. A = 3.3.

om mojligt exempel pa ett startvirde som ej konvergerar mot denna attraktor.
Jamfor garna med datorkdrningar.

4. FIXPUNKTER

Definition 2. En punkt ¢ dr en fixpunkt till f om f(q) = g.

Ovning 4.1. Bestim alla fixpunkter till Q, for 0 < A < 4.
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Owning 4.2. Visa att om f #r en kontinuerlig funktion, och om ¢ dr en sadan
punkt att det fér nagon initialvirde zo géller att lim, o f" (o) = ¢, sa maste

flg) =q.

Definition 3. Om ¢ &r en fixpunkt till funktionen f, och om det finns ett 6ppet
intervall J innehallande ¢ sadant att for alla zy € J géller att lim,,_,o, f™ (z0) = ¢
sigs ¢ vara en attraktiv (stabil) fixpunkt till f.

En attraktiv fixpunkt kommer alltsa att attrahera alla banor som kommer i
dess nérhet. I vara experiment tidigare sag vi att (J3/, hade en attraktiv fixpunkt
iz=1/3.

Motsatsen till en attraktiv fixpunkt dr en repellerande fixpunkt. Da giller att
banor som startar néira fixpunkten avlégsnar sig under iteration. Formellt kan vi
definiera detta pa foljande sétt.

Definition 4. En fixpunkt ¢ till en funktion f ségs vara repellerande (instabil)
om det finns ett Oppet intervall J innehallande ¢ sadant att for alla o € J,
xo # ¢, finns det ett n sadant att " (zq) ¢ J.

Ovning 4.3. Avgor med hjilp av grafisk analys for vilka virden pa A som fix-
punkten z = 0 till ), ar attraktiv respektive repellerande.

Owning 4.4. Undersok dynamiken kring fixpunkterna i Figur 9.
Efter ovanstaende 6vningar leds man till féljande sats:

Sats 1. Lat f(z) vara en kontinuerlig funktion med kontinuerlig derivata f'(z)
och med en fir-punkt p. Da gdller att

i) |f'(p)| <1 = p dr attraktiv (stabil);
(ii) |f'(p)| > 1 == p dr repellerande (instabil).

Kommentar. Om |f'(p)| = 1 kan man generellt inte dra nagon slutsats om stabi-
liteten.

Owvning 4.5. Bevisa Sats 1. (Tips: Anviind Medelvirdessatsen och derivatans kon-
tinuitet.)

Ovning 4.6. Du har tidigare i Ovning 4.1 beriiknat fixpunkterna till Q,(z) =
Az (1 — z). For vilka viirden pa A dr dessa stabila?

Ovning 4.7. Antag att vi modellerar ett verkligt fenomen, séig en populations-
storlek, med ett dynamiskt system som det i ekvation (2), och att detta system
har en fixpunkt gq.

(a) Vad svarar fixpunkten mot i det fenomen vi modellerar?
(b) Motivera foljande pastaende: Fixpunkten ¢ maste vara stabil fér att vara
observerbar i det verkliga systemet.
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0.8 0.8

T4

Ficur 9. Undersok beteendet kring fixpunkterna med grafisk iteration!

5. PERIODISKA BANOR

Definition 5. En punkt = ar periodisk med period p under iteration med f om

fP(r) =z, men fi(zx) #xforj=1,2,...p—1:

z-Lfa@) L L @) L ) =g
Mingden {z, f(z),... fP"!(z)} kallas en periodisk bana eller en cykel.

Ezempel 1. f(z) =1 — z? har en 2-periodisk bana {0,1}.
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Precis som fixpunkter sa kan periodiska punkter vara attraktiva (stabila) eller
repellerande (instabila).

Definition 6. En periodisk punkt ¢ till f med period p ségs vara attraktiv om
g ar en attraktiv fixpunkt till f?. En periodisk punkt ¢ till f med period p ségs
vara repellerande om ¢ &r en repellerande fixpunkt till f7.

Vi sag tidigare i vara experiment i kapitel 2 att ()34 har en attraktiv 2-cykel
bestaende av punkterna ¢; &~ 0.45 och ¢, ~ 0.84, och i Ovning 3.1 bér du ocksa
ha sett att &ven Q33 har en stabil periodisk bana av lingd 2.

Nista sats hjélper oss att forsta hur vi kan anvidnda derivatan dven for att
bestdmma cyklers stabilitet.

Sats 2. Antag att f dr en deriverbar funktion. Da ges derivatan av n:te iteratet
av f av

() @) =[] (7).

Owning 5.1. Bevisa denna sats. Tips: Anviind kedjeregeln! Undersok forst f2 och
f2 innan du ger dig pa att bevisa det allminna fallet.

Sats 3. Antag att f dr en deriverbar funktion och att q1 dr en p-periodisk punkt
till f med bana {q1,q2,92,-..,q}. Da gdller att

() (@) = (") (@) = - () (g) = H ' (q)-

Detta séiger att i alla punkter pa en periodisk bana, med langd p, har derivatan
av fP ett och samma virde, och detta virde ges av produkten av f:s derivator
langs den periodiska banan! Speciellt betyder det att punkterna pa en periodisk
bana alla har samma stabilitetsegenskaper.

Sats 4. Med samma férutsdtiningar som @ Sats 3 gdller att
(i) om [T5_, |f' (@) <1 dr banan attraktiv (stabil);
(i) om [[i_ |f' (@)| > 1 dr banan repellerande (instabil).

Kommentar. Precis som for fixpunkter géller att om [[%_, |/’ (¢;)| = 1 kan man
generellt inte dra nagra slutsatser.

Owvning 5.2. Undersok om den periodiska banan {0,1} till f(z) = 1 — 22 &r
attraktiv eller repulsiv.

Owvning 5.3. Vi har numeriskt sett att Q54 har en attraktiv 2-cykel {q:, ¢.}. Be-
rikna produkten Q% ,(¢q1)Q5%.4(g2) med ¢; &~ 0.45 och ¢, &~ 0.84. verifiera pa sa
satt att banan &dr attraktiv.

Ovning 5.4. Bevisa Sats 3. Tips: Anviind Sats 2.

Ovning 5.5. Bevisa Sats 4. Tips: Anvind Sats 1, definitionen av stabilitet och
Sats 3.
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6. DEN KVADRATISKA FAMILJEN.

Vi sammanfattar hir informellt och kortfattat nagra kéinda resultat om de
dynamiska systemen Q,(z) = Az(1 — z), 0 < A < 4, de flesta sprugna ur den
livaktiga forskning som har bedrivits pa detta omrade de senaste decenierna.

Vi har sett att for vissa viarden pa A har systemet en attraktiv fix-punkt, for
andra virden attraktiva periodiska banor av hégre period, och for ytterligare
andra virden iakttar vi ett mer komplicerat, till synes kaotiskt forlopp. Det &r
bevisat att for var och en av funktionerna i den kvadratiska familjen, dvs. for
varje parametervirde 0 < A < 4, finns det en attraherande mingd €2, som at-
traherar néstan alla startvirden. (Begreppet “attraherar néstan alla startvirden”
har faktiskt en precis tolkning: Vilj ett xq slumpvis med likformig sannolikhets-
fordelning i [0, 1]. Da kommer z(:s bana att med sannolikhet 1 konvergera mot
2).) Denna attraktor kan vara en fixpunkt eller en periodisk bana, men ocksa
nagot mer komplicerat som en s.k. Cantorméngd (en typ av fraktal) eller t.o.m.
besta av hela intervall. Det sistndmnda fallet betyder alltsa att typiska startvar-
den kommer att irra runt sa valdsamt under iteration att deras bana till slut
tenderar att fylla ut hela delintervall av [0,1]. Vi gar inte ndrmare in pa dessa
mer komplicerade fall.

Vi gor foljande experiment for att se hur attraktorn ser ut for olika vérden
pa A: For, sdg, 200 olika viarden pa A itererar vi ett och samma startvirde z,
ett stort antal ganger. Vi plottar sedan banan mot A, dvs. 6ver varje A\ ser vi
de punkter som zy besoker under iteration med (Q,. Da vi endast &r intresserade
av det asymptotiska beteendet utelamnar vi de , sig, 300 forsta punkterna fran
varje bana och plottar de 300 néstfoljande, da banan kan ténkas rora sig mycket
néra attraktorn. Det vi ser, i Figur 10, dr hur attraktorn 2, beror av A. Eftersom
var och en av attraktorerna (2, attraherar nistan alla z, far vi samma utseende i
princip oberoende av valet av zy. Ett sadant hir diagram kallas ett bifurkations-
diagram.

Vi ser tydligt att for A < A\; = 3 &r attraktorn en fix-punkt. For \; = 3 <
A < A9 & 3.45 ser vi en attraktiv 2-cykel, varpa foljer en 4-cykel och en 8-cykel.
I sjilva verket finns det en viixande foljd {A,}52; sadan att @, har en attraktiv
2k_cykel for \y_; < A < Agz. Féljden )\, konvergerar mot ett A\, nagot mindre
an 3.6. For A = A\, vet man att vi har en attraktor av Cantor-typ, dven om det
inte gar att se i figuren. Man séger att attraktorn genomgar en odndlig foljd av
periodfordubblingar nar \ vixer upp till Ao. For A > A ser vi en mer komplicerad
bild. Vi forstorar upp ett omrade kring A ~ 3.85 (Figur 11 ).

Vi ser en attraktiv 3-cykel som genomgar periodférdubblingar. Aterigen finns
en f5ljd {\;}2°, sidan att @, har en attraktiv 3 - 2¥-cykel for A\g_; < A < A
Denna {6ljd konvergerar mot ett gréansvéirde ~ 3.857 for vilket vi har en ny Cantor-
attraktor. Observera att var och en av de tre grenarna i detta fonster liknar det
ursprungliga diagrammet i sin helhet.
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FiGcur 11. Ett 3-periodiskt fonster.

Ett parameterintervall dir @) genomgar periodférdubblingar fran en minsta
period p till en Cantor-attraktor (en ”p - 2°° -periodisk attraktor”) kallas ett (p-
Yperiodiskt fonster. Det finns minst ett men hogst ett dndligt antal p-periodiska
fonster for varje positivt heltal p. Vi har tittat pa 2-fonstret och ett 3-fénster.

I sjélva verket finns det periodiska fonster 6verallt i bifurkationsdiagrammet:
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Sats 5. Mdngden av alla periodiska fonster dr tét ¢ parameterintervallet [0, 4].

Det betyder att varje intervall A C (0,4] av parametervirden, hur litet det
dn &r, innehaller parametervirden som hor till ett periodiskt fonster. Var du en
zoomar in i diagrammet hittar du periodiska fonster som &dr nerskalade versioner
av hela diagrammet! Eftersom det bara finns dndligt manga av varje period, sa
har dock alla fonster utom ett fatal en mycket hég period.

Men trots att méngden av "periodiska” parametervirden &r en i denna me-
ning tiat mingd av intervall, vart och ett begrénsade till hoger av ett "Cantor”-
parametervirde, finns det dnda plats kvar pa parameterintervallet for attraktorer
av intervall-typ.

Sats 6. Om vi vdljer parametern A slumpuvis med likformig sannolikhetsfordelning
ur parameterintervallet (0,4], har vi en positiv sannolikhet att finna ett X sadant
att 0 dr en intervall-attraktor

Man kan visa att A = 4 ir ett sadant parametervirde, och om man begrinsar sig
till att slumpa ut parametervirden nédra 4 har man en hég sannolikhet att triffa
pa en intervall-attraktor. Detta betraktas som ett av de viktigaste resultaten inom
teorin for dynamiska system. Dessa interval attraktorer dr associerade med vad vi
kallar kaotisk dynamik, som vi sag exempel pa i experimentet med ()4 i kapitel 2.
Informellt talat kallar man ett dynamiskt system kaotiskt om sma skillnader i
initialvarden vixer snabbt under iteration. Det betyder att minsta oséikerhet i
startviardet gor att det blir fullkomligt omdjligt att forutsdga banan i det langa
loppet. Betdnk att verkliga fenomen alltid dr behédftade med maétfel; om den
relvanta modellen da ar ett kaotiskt sytem har vi den mérkliga situationen att
fast modellen dr helt deterministisk, kommer beteendet att se helt slumpartat
ut. Man talar om deterministiskt kaos. Sats 6 séger alltsa att deterministiskt
kaos #r ett fenomen att rdkna med, nagot vi med stor sannolikhet stéter pa i
vara modeller av verkligheten. De svenska matematikerna Lennart Carleson och
Michael Benedicks, verksamma hér vid KTH, har gett avgérande bidrag til detta
omrade.

Slutligen ska ségas att det som hér sagts om familjen {Q,} géller en stor klass
av en-parameterfamiljer av funktioner, det dr inte nagot speciellt just for {Q,}.

7. KOMPLEX ITERATION

Vi avslutar detta kompendium med en kort introduktion till iteration med
kvadratiska polynom i det komplexa talplanet, med syfte att forklara uppkoms-
ten av de s.k. Juliaméngderna och den s.k. Mandelbrotméngden. Dessa intrikata
geometriska objekt har de senaste aren girna anvénts som ikon fér matematik i
allménhet och “kaosforskning” i synnerhet, ofta utan nagon nérmare férklaring.

Vi betraktar polynom av formen

P(2)=2*+c¢
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dér ¢ dr en (komplex) parameter. Observera att oberoende av ¢ dr z = 0 poly-
nomets kritiska punkt (derivatans nollstille), och att ¢ #r funktionsviirdet i den
kritiska punkten, P.(0) = c. Lat oss starta med ett exempel.

Vi tar ¢ = —1 och provar ett par olika startvirden.

= 12—1=[0] B 0>—1=[—1] = (-1)2—1=[0] = [=1]...
[ =32 —1=[—2] 5 (—2)? —1=[3] =3 [8] = [63]. ..

Iteraten av 1 faller efter ett steg in i en periodisk cykel, medan |Pf1 ('1,)| — 00 nér
n — 00.

7.1. Juliamingder. For varje polynom P, vill vi skilja ut det startvirden som
marscherar mot odndligheten fran de som haller sig inom ett begrénsat omrade
av C. Vi definierar

Definition 7. K., den fyllda Juliamdngden till polynomet P,, bestar av alla
komplexa tal z sadana att |P"(z)| inte gar mot oéndligheten néir n — oc:

K, = {z € C: lim |PI(2)| # oo}.

Av vart exempel ovan ser vi att 1 € K_; och att 7 ¢ K_;. Det ir litt att inse
att om P, har en periodisk bana sa ligger den med nédvéandighet i K., och om
banan ar attraktiv kommer dven alla punkter som attraheras av bana att tillhora
K..

Vi kan i princip plotta K. genom att iterera varje bildpunkt i det komplexa
planet med P, och svirta de punkter som tycks ha en begrénsad bana.

Randen 0A till en miéngd A bestar av de punkter a som #r sadana att varje
liten cirkel kring a innehaller bade punkter som ligger i A och punkter som inte
ligger i A. For "snédlla” méngder dr randen den kurva som avgrinsar méngden.
Vi kan nu definiera Juliaméngden till P..

Definition 8. J., Juliamdngden till P,, ar randen till K,:
J. = 0K..

Juliam#ngden bestar alltsa av de komplexa tal som utgor grinslandet mellan
punkter med begridnsad repsektive obegrinsad bana. I Figur 12 ser vi exempel
pa Juliaméngder.

I regel dr Juliamingder komplicerade méangder, de dr s.k. fraktaler. Ett un-

dantag ges av Jo, Juliaméngden till Py(2) = 2*. Eftersom [2?| = [2|* ser man
att
_>07 n — oo, Om‘z|<1’
|IPy(2)|{ =1 forallan>0 om|z|=1;

— 00, N — 00, om |z| > 1.
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FIGUr 12. Juliaméngderna J, med (fran vinster) ¢ ~ 0.27+0.017,
¢ ~ —0.11 + 0.667 och ¢ ~ —0.75 + 0.11:. Bilderna &r hémtad ur
[PR].

K, &r alltsa enhetsskivan {z € C | |z| < 1} och J; ér dess rand enhetscirkeln:
Jo ={z € C| |z| = 1}. Det inre av Ky, dvs. Ky \ Jo, ar attraktionsomradet till
fixpunkten z = 0.

Foljande egenskaper, som giller alla Juliaméngder J., dr inte sa svara att ve-
rifiera for specialfallet Jy:

e Juliaméngden #r fullstindigt invariant: P.(J,.) = J. = P, '(J.), eller an-
norlunda uttryckt, z € J. om och endast om P,.(z) € J..

e Alla repellerande periodiska banor ligger i J.. Man kan ocksa visa att de
repellerande periodiska banorna &r tdta i J.. Det betyder att J. bestar
precis av de repellerande periodiska punkterna samt de punkter som kan
fas som griansviarden av dessa.

e Dynamiken pa J. dr kaotisk, i den meningen att avstandet mellan nirbe-
ldgna punkter véixer snabbt under iteration.

For Jy kan det sista pastaendet inses pa foljande séitt: Jy dr cirkeln med radie 1
och medelpunkt i origo, sa om z € Jy ar

= 6271'1'0
for nagot 0 < 6 < 1 (polér form av z om |z| = 1.) Dynamiken pa Jy ges av

2mif 2mif |

e e 2710 — 27120

e e ,

sa argumentet 6 féordubblas och det betyder att avstandet l&ngs enhets-cirkeln
mellan tva nirliggande punkter fordubblas i ett iterationssteg.

7.2. Mandelbrotm#ngden. Nér vi studerar bilder av Juliaméngder ser vi att
vissa tycks vara en sammanhingande mangd, med andra faller sénder i ett otal
smadelar. Den kritiska punktens 6de avgor vilket av fallen som intréffar. For
kvadratiska polynom, som endast har en kritisk punkt, visar det sig att det bara
finns tva majligheter. Foljande sats beskriver situationen:
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Sats 7. For kvadratiska polynom P, med Juliamdngd J. och fylld Juliamdngd K.
galler att

(a) J. dr sammanhdngande <= ¢ € K., dvs. iterat av den kritiska punkten
dr begrdinsade.
(b) J. dr totalt osammanhingande <= ¢ ¢ K., dvs lim,,_,, |P(c)| = oc.

Totalt osammanhéingande betyder att inga tva punkter i miangden kan férbin-
das med en kurva utan att ldimna méngden. Likvil kan man visa att ingen av
punkterna i en Juliaméngd ligger isolerat: varje godtyckligt liten cirkel kring en
punkt zy € J. kommer att innehalla andra punkter i .J..

Kommentar. Denna sats bevisades av de franska matematikerna Gaston Julia
och Pierre Fatou for knappt hundra ar sedan, alltsa langt innan det fanns nagon
mojlighet att visualisera dessa méngder med datorns hjélp. Att Julia har fatt lana
ut sitt namn till Juliamingderna har vi redan sett. For riattvisans skull brukar
komplementet till den fyllda Juliaméingden, de punkter som har obegrénsad bana
under iteration, att kallas for Fatouméingden.

Vi definierar nu Mandelbrotméngden

Definition 9. Mandelbrotméngden M ar den delméngd av parameterplanet C
som ges av
M ={ce C| J. dr sammanhiingande}.

Kommentar Mandelbrotméingden i sin tur dr uppkallad efter Benoit Mandelbrot,
en belgisk-amerikansk matematiker som under 1960-talet var en av de férsta som
studerade denna méngd med datorns hjilp.

Observera att vi nu laborerar med tva komplexa plan, ett parameterplan C,
och ett dynamiskt plan (fasrum) C,.

e For varje ¢ € C. har vi ett dynamiskt system P, : C, — C,, med
tillhérande Juliaméngd J, C C,.

e M C C, ar de parametrar ¢ som ger en viss typ av dynamiska system,
ndmligen sadana med sammanhéingande Juliaméngd J..

Tack vare Sats 6 kan vi i princip rita M genom att for varje bildpunkt c i
parameterplanet iterera den kritiska punkten 0 med P,, och firga c¢ svart om
foljden av iterat dr begrédnsad. Resultatet kan beskadas i Figur 13

Vi ser en kardioid-formad storsta del med utviixter som dr uppbyggd av approxi-
mativa cirkelskivor och ”"antenner”. Huvudkardioiden bestar av de c¢ for vilka P,
har en attraktiv fixpunkt. Om vi gar till vinster ldngs reella axeln kommer vi
sedan till en cirkelskiva som innehaller de parametervirden som svarar mot en
attraktiv 2-cykel. For reella ¢ uppvisar familjen P, precis samma fenomen som
familjen @), sa om vi fortsdtter till vinster gar vi igenom hela det periodfor-
dubblingsscenario vi redan diskuterat for familjen ). Lings reella axeln hittar
vi en tidt méngd av periodiska fonster. Vart och ett av dessa dr omgivna av en
baby-Mandelbrotméngd i det komplexa planet. Nar vi nar ¢ = —2 limnar vi M.
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Ficur 13. Mandelbrotmingden M. Bilden &r hiamtad ur [PR].

Om vi ldmnar huvudkardioiden i nagon annan riktning ser vi varianter pa sam-
ma tema. Cirkelskivorna svarar mot stabila cykler av olika lingd, som genomgar
periodférdubbling nér vi rér oss ut ifran huvudkardioiden. Randen &r en fraktal,
den har icke-trivial struktur pa alla skalor. T.ex. &r ”"antennerna” fulla av baby-
mandelbrotméngder, som var och en dr en nagot forvringd nerskalad version av
hela M (inklusive baby-mandelbrotméngdernal).

7.3. Mandelbrotmiingden: En katalog 6éver Juliamingder. Man séger att
att z ar pre-periodisk under iteration med P. om z €] ar periodisk men faller pa
en periodisk bana efter ett dndligt antal steg. Sa &r t.ex. 0 pre-periodisk till en
fixpunkt under P_5(z):

053 939239

Sats 8. Lat P wara mdngden av de ¢ sadana att den kritiska punkten 0 dr pre-
periodisk under P,. Da gdller att

(a) P dr en tdit delmdngd till randen av M

(b) Om c € P giller att c € J., och J. och randen till M dr asymptotiskt lika
ndr man zoomar in kring c i respektive mdangd.

I Figur 14 ges ett exempel pa detta. Denna sats sdger att randen till M inne-
haller bl.a. alla de oéndligt manga Juliaméngderna, som var och en &r en fraktal,
horande till polynom med pre-periodisk kritisk punkt. Inte undra pa att randen
har en komplicerad struktur.
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A

Ficur 14. Lokal likhet mellan Juliaméngden J. (t.v.) och Man-
delbrotméngden M nira c. (t.h.). Bilden &r tagen ur [Br].

For den som vill 1dsa mer om komplex dynamik, rekommenderas Bodil Branners
artikel i Normat, [Br|. I [PR] finns manga vackra bilder av Juliamingder och
Mandelbrotméngden. Dar kan man ocksa ldsa om algoritmer for att generera
sadana bilder, och om teorin bakom bilderna.
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