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5B1219 Vektranalys och komplexa funktioner, för E.

Kontrollskrivning MODUL 2. Skriv program: samt namn och personnummer:

1. (MODUL 2) Bestäm konstanterna a, b, c s̊a att

x = u2 + av2, y = 2uv, z = bu + cv + w,

definierar ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem (u, v, w). Beräkna de kroklinjiga
komponenterna Au, Av, Aw av vektorfältet A = (x, y, 3z).

———————————————————————————————————-

Vi skriver r = (x, y, z) och beräknar

∂r
∂u

= (2u, 2v, b),
∂r
∂v

= (2av, 2u, c),
∂r
∂w

= (0, 0, 1).

Ur detta finner vi att

∂r
∂u

· ∂r
∂w

= b,
∂r
∂v

· ∂r
∂w

= c,
∂r
∂u

· ∂r
∂v

= 4auv + 4uv + bc.

För att vi ska ha ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem krävs allts̊a att b = c = 0
och a = −1. De associerade enhetsbasvektorerna blir

û =
(u, v, 0)√
u2 + v2

, v̂ =
(−v, u, 0)√

u2 + v2
, ŵ = (0, 0, 1).

Detta kan vi skriva som sambanden

û =
u√

u2 + v2
x̂ +

v√
u2 + v2

ŷ, v̂ = − v√
u2 + v2

x̂ +
u√

u2 + v2
ŷ, ŵ = ẑ,

vilka lätt inverteras:

x̂ =
u√

u2 + v2
û− v√

u2 + v2
v̂, ŷ =

v√
u2 + v2

û +
u√

u2 + v2
v̂, ẑ = ŵ.

Vi f̊ar efter lite räknande att

A = (x, y, 3z) = x x̂ + y ŷ + 3z ẑ = u
√

u2 + v2 û + v
√

u2 + v2 v̂ + 3w ŵ,

dvs
Au = u

√
u2 + v2, Av = v

√
u2 + v2, Aw = 3w.
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2. (MODUL 2) Beräkna flödesintegralen∫
S

A · dS,

där
A(x, y, z) = (xy, yz, xz + 1)

och S är ytan
z = 4− x2 − y2, där x2 + y2 ≤ 4.

Normalen till ytan antas riktad s̊a att dess z-komponent är positiv i punkten (0,0,4).

———————————————————————————————————–

Vi använder polära koordinater i xy-planet:

x = r cos t, y = r sin t.

D̊a blir
z = 4− r2.

Med r = (r cos t, r sin t, 4− r2) blir

∂r
∂r

= (cos t, sin t,−2r),
∂r
∂t

= (−r sin t, r cos t, 0),

och kryssprodukten evalueras:

∂r
∂r

× ∂r
∂t

= (2r2 cos t, 2r2 sin t, r).

Vi ser att den är korrekt riktad upp̊at. I de polära koordinaterna längs med ytan blir

A = (r2 cos t sin t, r(4− r2) sin t, r(4− r2) cos t + 1),

och därmed

A ·
[
∂r
∂r

× ∂r
∂t

]
= 2r4 cos2 t sin t + 2r3(4− r2) sin2 t + r2(4− r2) cos t + r.

Integralen blir (integrationsgränser 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ t ≤ 2π)∫ ∫
A ·

[
∂r
∂r

× ∂r
∂t

]
drdt =

44 π

3
.
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