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Version: A

Berakna kurvintegralen
/(1 + 92 sin(zy?))dx + (x + 2xy sin(zy?))dy
r

dar T ar halvcirkeln z%+y* = 1,y > 0 fran punkten (—1,0) till punkten
(1,0)

LOSNING:
Vi betecknar filtet som(P, Q) och underséker forst om %—f — %—1; blir ett
enkelt uttyck. Derivering och subtraktion ger

o0 _oP _

or Oy

Det betyder att vi kan latt dndra integrationsvagen och korrigera resul-
tatet. Ldngs x-azeln dr vektorfdltet (1,x) och dar ar dy = 0. Om wvi
integrerat fran punkten (—1,0) till punkten (1,0) efter Iy, som dr lings

x-azxeln far vi integralen
1
/ = / ldx = 2.
T'o -1

Kurvan To—T, dvs lings xz-azeln fran (—1,1) till (1,1) och sedan tillaka
till (—1,1) ldngs kurvan I’ men i motsatt rikining, bildar en enkel sluten
kurva i positiv riktning kring halva cirkelskivan: D = {(z,y), 2>+ y* <
1,y > 0}. Greens formel ger da

/FO(P,Q)-dr—/F(P,Q)-dr://D(%—2—5)://Dld:pdy:g,

Slutsaten ar att den sokta kurvintegralens vdrde ar: 2 — 7.
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Version: A
Berédkna flodet av faltet

F=(zy—a—y*+2,yz+1)

ut gjenom sfiren a? +y> + 22 =4

LOSNING:
Vi berdknar forst divergensen av F= blir:

divF = (y—1)—2y+y=1

Enligt Gauss sats ar det totale flodet ut genom sfaren lika med inte-
gralen av divergensen over det klotet som ligger innafor sfiaren. Efter-
som divergensen ar 1 blir denna integral lika med klotets volym. Klotets
radie dr 2 sa dess volym ar

4123 = 32_7
3 3
327

Svaret blir: Det totala flodet ut genom sfaren dr =3¢

(i Version B uppgiften dr divergensen —1 sa dar blir relsultatet —1-
volymenen av klotet sa svaret blir negativt , det totala flodet ut genom

sfaren dr negativt, vilktet innebdr att det ar ett postivt totalt inatriktat

flode.
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Version: A

Givet ar vektorfaltet

F = (y 4 22°%, z + 3y%).

(a) Visa att vektorfaltet F har potential P(z,y).
(b) Bestdm potentialen P(z,y) ovan sa att P(0,0) =0

(c¢) Beriikna kurvintegralen

/F F(z,y) - dr

dér ' &r en cirkelbage som gar fran punkten (1,1) till punkten

(2,1)

LOSNING:
(Bokstaven P dr ju redan anvind sa vi kan betekna vetorfiltet med

(@, R).)

(a)

(b)

Vecorfiltet (Q, R) har en potential om %_1; — % = 0 . Det lite
arbete derivering av detta uttryck visar det sig att alla termer tar

ut varandra och uttrycket blir lika med 0.

Om P dr en potential till filtet (Q, R) sa innbdr det att P, = Q
och P, = R, Vi integrerar over den ena variabeln, exempelvis x:

2
P= /P;dx +9(y) = /(y +22%)dz + g(y) = vy + §x3 + g(y).
Hir dar g(y) en integrationskonstant som beror pay. (Deriverar vi
bada sidor med avseende pa x sa ser vi att g(y) termen forsinner
helt). Vi deriverar nu bada sidor med avseende pa y och far iden-
titeten

(x+3y)=R= Py =x+d(y).
D.v.s. ¢'(y) = 3y?* efer integration far vi g(y) = y* + C, dar inte-
grationskonstaten C bestammes med hjalp av villkoret P(0,0) = 0.
Vi far

2
P(z,y) =y + 2o’ +y° +C



Sdtter vi P(0,0) =0 sa far vi C' =0
Svar: Potentialen P(z,y)=xy + %J:?’ + 93
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