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1. Version: A

Beräkna kurvintegralen∫
Γ

(1 + y2 sin(xy2))dx + (x + 2xy sin(xy2))dy

där Γ är halvcirkeln x2+y2 = 1, y ≥ 0 fr̊an punkten (−1, 0) till punkten
(1, 0)

LÖSNING:
Vi betecknar fältet som(P, Q) och undersöker först om ∂Q

∂x
− ∂P

∂y
blir ett

enkelt uttyck. Derivering och subtraktion ger

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 1.

Det betyder att vi kan lätt ändra integrationsvägen och korrigera resul-
tatet. Längs x-axeln är vektorfältet (1, x) och där är dy = 0. Om vi
integrerat fr̊an punkten (−1, 0) till punkten (1, 0) efter Γ0, som är längs
x-axeln f̊ar vi integralen ∫

Γ0

=

∫ 1

−1

1dx = 2.

Kurvan Γ0−Γ, dvs längs x-axeln fr̊an (−1, 1) till (1, 1) och sedan tillaka
till (−1, 1) längs kurvan Γ men i motsatt riktning, bildar en enkel sluten
kurva i positiv riktning kring halva cirkelskivan: D = {(x, y), x2 + y2 ≤
1, y ≥ 0}. Greens formel ger d̊a∫

Γ0

(P, Q) · dr−
∫

Γ

(P, Q) · dr =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

∫∫
D

1dxdy =
π

2
.

Slutsaten är att den sökta kurvintegralens värde är: 2− π
2
.
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2. Version: A

Beräkna flödet av fältet

F = (xy − x,−y2 + x, yz + x)

ut gjenom sfären x2 + y2 + z2 = 4

LÖSNING:
Vi beräknar först divergensen av F= blir:

divF = (y − 1)− 2y + y = 1

Enligt Gauss sats är det totale flödet ut genom sfären lika med inte-
gralen av divergensen över det klotet som ligger innaför sfären. Efter-
som divergensen är 1 blir denna integral lika med klotets volym. Klotets
radie är 2 s̊a dess volym är

4π

3
23 =

32π

3

Svaret blir: Det totala flödet ut genom sfären är 32π
3

(i Version B uppgiften är divergensen −1 s̊a där blir relsultatet −1·
volymenen av klotet s̊a svaret blir negativt , det totala flödet ut genom
sfären är negativt, vilktet innebär att det är ett postivt totalt in̊atriktat
flöde.
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3. Version: A

Givet är vektorfältet

F = (y + 2x2, x + 3y2).

(a) Visa att vektorfältet F har potential P (x, y).

(b) Bestäm potentialen P (x, y) ovan s̊a att P (0, 0) = 0

(c) Beräkna kurvintegralen ∫
Γ

F(x, y) · dr

där Γ är en cirkelb̊age som g̊ar fr̊an punkten (1, 1) till punkten
(2, 1)

LÖSNING:
(Bokstaven P är ju redan använd s̊a vi kan betekna vetorfältet med
(Q, R).)

(a) Vecorfältet (Q, R) har en potential om ∂R
∂x

− ∂Q
∂y

= 0 . Det lite
arbete derivering av detta uttryck visar det sig att alla termer tar
ut varandra och uttrycket blir lika med 0.

(b) Om P är en potential till fältet (Q, R) s̊a innbär det att P ′
x = Q

och P ′
y = R, Vi integrerar över den ena variabeln, exempelvis x:

P =

∫
P ′

xdx + g(y) =

∫
(y + 2x2)dx + g(y) = xy +

2

3
x3 + g(y).

Här är g(y) en integrationskonstant som beror p̊a y. (Deriverar vi
b̊ada sidor med avseende p̊a x s̊a ser vi att g(y) termen försinner
helt). Vi deriverar nu b̊ada sidor med avseende p̊a y och f̊ar iden-
titeten

(x + 3y2) = R = P ′
y = x + g′(y).

D.v.s. g′(y) = 3y2 efer integration f̊ar vi g(y) = y3 + C, där inte-
grationskonstaten C bestämmes med hjälp av villkoret P (0, 0) = 0.
Vi f̊ar

P (x, y) = xy +
2

3
x3 + y3 + C



Sätter vi P (0, 0) = 0 s̊a f̊ar vi C = 0
Svar: Potentialen P(x,y)=xy + 2

3
x3 + y3
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