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Kan inldmnas antingen till kursledaren i samband med undervisningen eller i institutionens
brevldda i Klocktornet (Lindstedtsvigen 25). Ange alltid personnummer, namn. Om Du

lagger uppgiften i institutionens brevlada, sd maste Du ocksa ange kursledaren som adressat.

Som forberedelse for detta problem ar det bra att ldsa igenom stycke 11.11 i
kursboken om Laplaceoperatorn i cylindriska och sfiriska koordinater.

Problemet

Om ett homogent virmeledande klot uppvarms genom att dess yta pa hdjden z
[m] 6ver horisontalplanet hélls pa temperaturen f(z) [°C], s kommer virmen i
klotet att stabilisera sig vid ett stationart varmetillstand da lang tid far passera.
Detta stationdra virmetillstand r rotationssymmetriskt kring klotets lodréta
diameter.

Man kan visa att temperaturen i en vertikal genomskar-
ning av klotet i en godtycklig punkt ges av en funktion
av typen

Z

z=Ra

u(r, ) = Z Apr™P,(cos p),
n=0

dar r och ¢ &r de polara koordinaterna for punkten en-
ligt figuren hir bredvid, P, ar Legendrepolynomet av
ordning n och A,,n =0,1,..., ir en f6ljd konstanter.

Vertikal genomskérning av klotet

Nu till uppgiften:

a. En temperaturfordelning beskrivs av 16sningar till virmeledningsekvationen.

Vilka forenklande antaganden leder till 16sningarna u(r, ) ovan? Vilken
differentialekvation (i bara r och @) l6ser dessa funktioner u(r,)?

b. Visa hur konstanterna A,,n = 0,1,..., berdknas ur f(z) och klotets radie
R [m].

c. Lat R=1och f(z) = z%sin(bnz), dar
a = (resten som de forsta sex siffrorna (aammdd) av Ditt tiosiffriga per-
sonnummer ger vid division med 7) +1 och
b = (resten som de sista fyra siffrorna av Ditt tiosiffriga personnummer
ger vid division med 7) +1. 1

Rita med hjilp av nagot grafhjalpmedel (Maple, Matlab ) upp minst 20
isotermer for temperaturen i ett lodplanet genom klotets medelpunkt.

fSkulle Du sakna personnummer eller ha ett som innehdller ndgon bokstav viljer Du a = 2
och b =35.



Anmdrkning: For att fa en uppfattning om hur man l&impligen trunkerar den
odndliga serien kan man grafiskt testa hur val

N N
Z A, P, (cosy) = [z = cosy pa periferin] = Z AnPL(2)
n=0 n=0

for olika N Gverensstdmmer med f(z).

Nagra intressanta Maplekommandon

b
int (F(x),x=a..b); Berdknar (om mojligt) / F(z)dx
b
sum(F (n) ,n=a. .b); Beriiknarz F(n), a och b méaste vara heltal.
n=a
evalf (a); Beraknar nirmevérde (i standardinstéllning
med 10 siffror) till a, som méaste vara ett tal.
Digits:= N; Alla ndrmevirdesberdkningar gérs med N siffror.
with(orthopoly) ; Laddar bl a in Legendrepolynomen.
with(plots); Laddar in extra plotrutiner, bl a for ritning av
nivakurvor.
P(n,x) Legendrepolynomet P, (x).
plot (F(x),x=a..b); Plottar grafen for F'(z) i intervallet a < z < b.

contourplot ([r*sin(phi) ,r*cos(phi) ,u(r,phi)], r=a..b,phi=c..d,contours=n);
Ritar n st. nivadkurvor for den funktion som i
poléra koordinater ges av u(r,p),a <r < b,c < p < d.



