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Losningar

1. Los differentialekvationen

22y —3xy + 4y =23, = >0.

Losning: Motsvarande homogena ekvation
2y" — 3xy' + 4y =0

eller 3 4
y// _ _y/ + _2y -0
T T

ar en Euler-Cauchy-ekvation med losningarna
yi(z) =%  ya(z) =2°Inz,

se kursboken sid. 95. Vi skriver om ekvationen i problemet som

/" 3/ 4
y' =~y + qy=u
T T

Metoden med “variation av parametrar” (sid. 108) ger att

yp(x) = u(z)ys () + v(2)ya()
ar en partikularlosning om
Yo - T
w

Hér ges Wronskideterminanten W av
2

x 2?Inz 3
W = det (235 2xlnx+x) =

dx, wv(z)= N2,

u(r) = —

Vi berdknar

21 .
u(x):—/im n;c xdx:—/lnxdx:—xlnaﬁLx
x

2-
v(z) :/xx3xdx:/1dx:x.

och




En partikularlosning &r alltsa

Yp(r) = (—zlnz+z) 2>+ 2 - 2°Inz = 2°

och den allmé&nna losningen &r

y()=c1 -2+ cy- 2’ lnz +2°

dér ¢q, ¢ ar konstanter.

2. Differentialekvationen
2zy" +y +xy =0
har tva linjart oberoende losningar yi, yo. Nédra x = 0 kan dessa utvecklas i
serier som

yi(z) =" Z a,x" och ys(x) = Z bz
n=0 n=0

déar ag = 1 och by = 1. Bestam talet r och koefficienterna a,,, b,,, n > 1.

Losning: Vi anséitter en serielosning pa formen

y(r) =" Z a,r" = Z a,z"
n=0 n=0
Da ar
y(r) =Y (n+r)aa™ "y @) =Y (n+r)(n+r - Daa™t?,
n=0 0

vilket insatt i ekvationen ger

0 = 22y +o +ay

= 2(n+1)(n+r — 1)a,a™ "t
n=0
+ Z(n +7)a,z™ !
n=0

)
+ a .CETH_T—H
E n .
n=0



For att fa termer med samma potens av x skiftar vi index n+1 — n — 1 i den sista
summan:

0 = Z 2(n +7)(n+1r—1az"t 1
=0

+ Z(n +7)apz™ !
n=0

00
+_§ an_2xn+r—y
n=2

3

Detta ar det samma som

0 = (2r(r—1)ag+rag)z"*
+(2(r+ Dray + (r+ 1)a,) z"

+ Z 2 +7r)(n+r—"1a,+ (n+7r)a, + a,o) 2"
n=2

= aor(2r — 2" !

ap(2r® + 3r + 1)z”

+ Z ((n+7)2n+2r — 1)a, + ap_o) "1

n=2

For att vi ska fa en 16sning maste koefficienterna framfor de olika potenserna av x
vara noll. Fran termen med 2"~ far vi att r = 0 eller r = % eftersom qq¢ antas vara

1
skilt fran noll. Vi rédknar vidare med fallet |r = 3 som ger losningen y;. Termen
med z" ger att och termerna med z"*"~! ger sedan
Ap—2
n— > n/::071,2,..”
¢ n(2n + 1)

De forsta koefficienterna a,, i utvecklingen av y; (z) blir alltsa

Qag 1 [25) 1
Qo y a1 y a2 202-2+1) 2_5,a3 ) A4

Vi tittar nu pa fallet » = 0 och déper om koefficienterna till b,,. Termen med z" ger

igen att och fran termerna med z"* ! far vi

bn—2
n(2n —1)’

b, = — n=0,1,2,....
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De forsta koefficienterna b, i utvecklingen av yo(z) ar

bO 1 bg 1

bo=10by=0by=——— = — by =0,by = — =
0=100=0. 2(2-2—1) 2-3°° 0:bs 42-4-1) 2-3-4.7

3. Hitta en analytisk funktion f(z), z = = + iy, vars realdel &r
a) u(z,y) = 32* — 2zy + 2y*
b) u(z,y) = 3z* + 4zy — 3y?
eller forklara varfor nagon sadan funktion ej existerar.

Losning: a) Eftersom wu ej ar harmonisk,

Pu u
U7 a2 0y? + 7
sa kan u ej vara realdelen av en analytisk funktion.
b) Funktionen u &r realdelen av en analytisk funktion f = u+iv om u och v uppfyller
Cauchy-Riemanns ekvationer. Den forsta av dessa ger
ou  Ov
6r +4dy = — = —
SR oxr 0Oy
eller
v = 6xy + 2y* + ()

dér c(x) ar nagon funktion av z. Den andra av Cauchy-Riemanns ekvationer ger
sedan att

ou ov
dy —6y= =—" = —(6y+¢
roby=5, = gr ~ ~ Gy +c@)
eller ¢(z) = —4x vilket &r uppfyllt tex. om c(z) = —22% Vi har alltsa hittat en
imaginiirdel v = —2x?% + 6zy + 2y? och u ir realdelen till den analytiska funktionen

f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y) = (32* + 4oy — 3y°) + i(—22> + 6zy + 2¢°).

4. Lat funktionen f(x) vara definierad av f(z) = 0 om —1 < z < 0 och
f(z) =1o0m 0 <z < 1. Bestdm det polynom p(x) av grad 3 som ger den
bésta approximationen av f(x) i kvadratiskt medelfel, dvs det polynom av
grad 3 for vilken integralen

/_ 1f(@) = plo)* da

ar sa liten som mojligt.



Losning: Legendrepolynomen utgor ett ortogonalt system av polynom pa interval-
let [—1,1] med viktsfunktion w(z) = 1. Den eftersokta bésta approximationen fas
av Legendreutvecklingen av f(z) i Fp,..., Ps, se Beta 12.1, 12.2, kursboken 4.8.
Koefficienterna ¢, i utvecklingen

n=0
ges av
[t /! 1
G = 5 _lf(x)Po(ac)da: =3/ 1-1ldx = 2
3 [ 3 [ 3
a = 3 _1f(x)P1(:E)dx = 5/0 1-xzde = 7
5 (1 5 (1. 32%-1
o = = | flx)Py(x)dx = —/ 12 dx =0,
2/, 2 Jo
7 7 (' Ba® -3z 7
= - Pi(z)dr = = 1l ——de = ——.
@ = 3| J@h@)de 2A > T 16
Det polynom av grad 3 som approximerar f(x) med minsta kvadratiska medelfel &r
1 3 7
3 Py(x) + 1 Pi(z)+0- Py(z) — T Py(z)
1 N 3 7 51— 3z
T 2T 16T 2
N 45 35 4
= |-+ —z— —=z".
2 32 32

5.  Cirkelskivan D ges i poldra koordinater av 0 < r <1, 0 < ¢ < 27. Randen
till D halls vid temperaturen u(1,0) = 1 for 0 < 6 < 7 och u(1,0) = —1
for m < 0 < 2w. Véarmen i det inre av D stabiliserar sig till ett stationért
tillstand dar temperaturen i punkten (r, #) ges av funktionen u(r, §). Denna
funktion uppfyller

Pu 1ou 10
C0r2  ror 1202
Bestdm w(r, #) med hjilp av variabelseparation.

Au = 0.

Losning: Vi ansétter u(r,) = F(r)G(f) dar funktionen G(6) uppfyller G(0) =
G(27) och sétter in detta i differentialekvationen:

1 1
Au=F"G+-F'G+ SFG" =0.
T r



Nér vi separerar variablerna far vi

,I,,QF/I + ,r_F/ G//

—F ~ o
Eftersom vénsterledet i denna likhet bara beror av r medan hogerledet bara beror
av f sa maste bada leden vara konstanta. Om vi kallar den gemensamma konstanten
for k sa far vi ekvationerna

G"+kG=0

och

r’F" +rF' —kF = 0.
Eftersom G(0) = G(27) sa kan vi bara fa icketriviala 16sningar till den forsta ekva-
tionen om k = n?, n=0,1,2,.... Dessa losningar #r

Gn(e) = a,, cos(nf) + b, sin(nd).
Motsvarande ekvation for F' ar
r2F" +rF' —n?F =0,
detta &r en Euler-Cauchy-ekvation med l6sningarna
F(ry=r", F(r)=rT"

(eller F(r) =1, F(r) =Inr om n = 0.) Eftersom vi ska beskriva en virmefordelning
sa forkastar vi de obegrénsade 1osningarna F'(r) = r~", F'(r) = Inr. Vi har nu hittat
foljande losningar till ekvationen Au = 0:

up(r,0) = 1" (a, cos(nf) + b, sin(nb)), n=0,1,2,....

Eftersom ekvationen &r linjar sa ar ocksa summan

o0

u(r,0) = Z r" (a, cos(n@) + by, sin(nh))

n=0
en losning. Vi ska nu vilja konstanterna a,, b, sa att randvillkoret

C 1, 0<f<m
1,0) = n 0) + by sin(nd)) =< -
u(1,0) ;(a cos(nf) + b, sin(nf)) {_1, o <0<0

blir uppfyllt. Denna Fourierserieutveckling finns i Exempel 1, sid 532, Fourierkoef-
ficienterna ges av
a, =0, b,= 2 (1 —cos(nm)) = = (1—(=1)").
nm nm
Den sokta viarmefordelningen ges av

[e.o]

2
Z— (1 —(—=1)")r"sin(nd)
= nm




eller

u(r,0) =

SES

3 5
<r sin(6) + 3 sin(36) + 3 sin(56) + .. ) :

6. Berédkna integralen

o 1
/ 5 dx
oo (@2 +1)7 (22 — 4z +5)
med hjélp av residykalkyl.

Losning: Kalla integranden for f:
1
Z) =
/) (2241)* (22 — 4z +5)

Eftersom f(z) dr en rationell funktion déar ndmnaren dr 6 grader hogre &n téljaren
sa ges den oegentliga integralen av gransvéardet

lim /R f(z)dz.
-R

R—o0

Om vi till denna integral fran — R till R ldgger integralen langs den halvcirkel Sg som
ligger i 6vre halvan av det komplexa talplanet med radie R och centrum i origo sa
far vi en integral runt en sluten kurva. Om talet R ar tillrackligt stort sa innesluter
denna kurva alla singuldra punkter till f(z) i 6vre halvplanet (observera att f(z) ej
har singuldra punkter pa den reella linjen). Enligt residysatsen ges integralen runt
denna slutna kurva av

R
/ f(z)dz + f(z)dz = 2mi - {Summan av residyerna i 6vre halvplanet} .
-R Sk

Funktionen f(z) har singulariteter i de punkter déir ndimnaren &r noll, dvs. i z = 4
(dubbla poler) och i z = 2 £ (enkla poler). Av dessa sa ligger z =i och z =241 i
ovre halvplanet. Residyn i den enkla polen z = 2 + ¢ beridknas med formel (3), sid
782 i kursboken:

Res.—o1i f(2) = lim (2 —(2+19))f(2)
1
= lim
=24 (22 41)% (2 — (2 —1))
1
@+ DA (240 - (2-1))
1

—o



Residyn i den dubbla polen z = ¢ beréknas med formel (5%), sid 784:
Res._; f(z) = lim[(z —i)*f(z)]

z—1

/!

— 1 1 ,
e ri2(2—4z15)
= lm=r7 1)4(221— 1z+5)? (2(z +i)(2" — 42+ 5) + (2 +14)*(22 — 4))
aliaran i)4(i21— LT (26 +14)(* — 40+ 5) + (i + 1)*(2i — 4))
1 ,
= 6_4(1 — 43).

Beloppet av integralen lings Sp dr begrinsat av CR%- 7R = CrR™® sa denna
integral gar alltsa mot noll da R — oo. Vi har alltsa

/_Z flz)dz = 1%1_{1010 /_I; f(z)dz

R
= P}EEO (/_Rf(x)dx—l— . f(z)dz)
= 2mi - (Res,—a4; f(2) + Res,—; f(2))

: L1 :
= 2mi - <_6_4 + 6—4(1 — 42))

T
<

7. Bestam flodet av vektorfaltet
F(z,y,z) = (2y +a? —z —yx, —2(2+ x))

genom ytan S som ges av 22 +y%+22 = 2, 2 > 0, y > 0, i den normalriktning
n som har n, > 0.

Lo6sning: Vi ska berdkna

//F-ﬁdA.
s

Lat S, vara den halvcirkel i zz-planet som ges av 2 4+ 2% < 2, & > 0 och 14t S,
vara halvcirkeln i yz-planet som ges av y? + 2% < 2, y > 0. Ytstyckena S, S;., Sy.
begransar tillsammans en kropp 7'. Denna kropp 1" bestar av den fjirdedel av klotet
2% +y? + 2% < 2 som har z > 0, y > 0. Den givna enhetsnormalen fi till S pekar ut



ur 7', lat S, och S, ocksa ha enhetsnormaler som pekar ut ur 7. Divergenssatsen

sager oss att
//F-ﬁdA—l—// F-ﬁdA+// F - ndA
S xz Syz
- ///dideV
T

_ ///T(ax, 0y, 0.) - (2y + 2%, —z —yz, —2(2 + 2)) dV

_ //T(Qx—x—2—x)dv
Rey®

= —2-{volymen av T'}
Ly L Am(v2p
4 3
A7\/2
3

Vi berdknar flédena genom S, och S,.. For S,, ér i = (0, —1,0) och filtet F ges
av F = (22, —2z,—2(2+2)) sa F- i = z. Flédet genom S, r

// F-ﬁdA:// zdxdz

och denna integral ér lika med noll av symmetriskdl. For S,, ar i = (—1,0,0),
F = (2y,—2,—22) och F - i = —2y. Flodet genom S, blir

// F-ndA = // —2ydydz
Syz Syz
T V2
= / / —2rsin(0)rdrdf
0o Jo

™ V2
= —2/ sin(@)dG-/ rdr
0 0
_8v2
n

Insatt i berdkningen med Divergenssatsen ger detta

//F-ﬁdA+0——8\/§=—4W\/§,
i 3 3




sa

Il

F.ﬁdA:4—\3/§(2—7r).




