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Losningar

1. Los differentialekvationen

3. m 2,1

3y + 2%y — 2y + 2y =2 Inz, x>0.

Losning: Motsvarande homogena ekvation &r en Euler-Cauchy-ekvation med den
allminna 16sningen yy,(r) = Ciz™! + Cox + Csz?. For att 16sa den ickehomogena
ekvationen sa anvénde vi metoden med ‘“variation av parametrar” (kursboken sid
140). Vi skriver om ekvationen som

" -1, n

"'+l =227 + 22 3y =lnz, x>0.

En partikularlosning ges av

) =y (a /W1 2)dz + yola /W2 (x)da:+y3(:v)/wg<x>r(:v)d:£

W(x)
didr r(z) = Inz och de olika Wronskideterminanterna tillhérande y;(x) = =71,
yo(z) = @, ys(z) = 2* &r
L 0 = 2?
W(r)=det [ —272 1 22| =6z"', Wi(z)=det ({0 1 22| =27
2073 0 2 1 0 2
b 0 2? ' o2 0
Wy(z) =det | —272 0 2z | =-3, Wi(z)=det|—22 1 0| =22""
2073 1 2 2073 0 1
Detta ger
2 2 -1
yp(z) = x1/6§_ Inzdx +x 2/6§_1 In xdx
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2lnr 723
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Tillsammans ger detta den allménna 16sningen

2Inx 723

y(x) = yn(x) + yp(x) = Cr1z7 ! + Cox + Cza® + T T3y

Dar (4, Cy, C3 &r godtyckliga konstanter.

2. Hitta tva linjart oberoende serielosningar till differentialekvationen
4oy + 2y +y = 0.

Forsok att identifiera serierna som kianda funktioner.

Losning: Vi forsoker hitta 16sningar pa formen

o0 oo
y(x) =" g apx" = 5 anz" "

dér ag # 0. Derivatorna av y(z) ar

Y (x) = Z an(n +r)z" !
n=0

och
[ee)

y'(x) = Zan(n +7)(n+r—1)z"" 2,

Satter vi in dessa 1 ekvationen sa far vi

0 = day" +2y +y

= dx Z an(n+r)n+r—1)2""2 42 Z an(n +r)z" "t 4 Z anx™ "
n=0 n=0

n=0

n=0

= Z an(n +7)(4n + 4r — 2)2" " 4 Z anx™t"
n=0

= aor(dr —2)2" ' + Z any1(n+1+7)(4n + 4r +2)2™" + Z apx™"

n=0 n=0

= aor(4r —2)z" ' + Z(an—i-l(n +1+7)(4n+4r +2) +a,)a™".

n=0

Eftersom ag # 0 sa maste r(4r — 2) = 0, dvs. r = 1/2 eller r = 0. Vi studerar forst
fallet r = 1/2. Koefficienterna framfor 2™1/2 maste alla vara noll, dvs

npi(n+1+r)(dn+4r+2)+a, =0



eller

an
G T 20+ 3) (20 + 2)
forn =0,1,2,.... Med detta samband kan vi berikna de férsta termerna
Qo
a = ——
1 3. 27
aq ao
Qa = —_ =
? 5-4 5-4-3.2
a2 agp
a = —_—_ = —
’ 7-6 T
as ao
Qa = _— = —
! 9.8 9
och vi kan gissa att
an:ﬂ, n=0,12,...
(2n+1)!

dér vi nu har satt ap = 1. Detta ger 16sningen

y1(l’) _ Z((_l)n xn+1/2

“—~ (2n+1)!
= (=) 2n+1
N %(2%1)! (V)

= sin (\/5) .

Fallet » = 0 ger l6sningen

ya(r) = Z(_l)rmn

3. Vilka av foljande funktioner dr analytiska?
a) f(z) = Re(z?) —iIm(2?),
b) f(z) = Im(z?) — i Re(2?).
Motivera noggrannt.



Losning: Om 2 = x + iy sa dr Re(2?) = 22 — y? och Im(2?) = 2zy. I uppgift a) ar

f(z) = (&® =) +i(—2zy) = u(z,y) + iv(z,y).

Eftersom % =2 # —2x = g—; sa dr Cauchy-Riemanns ekvationer ej uppfyllda, sa

f(2) &r ej analytisk. I uppgift b) har vi

f(2) = 2ay) +i(=2® +y*) = u(z,y) + iv(z,y).
I detta fall ar g—“ =2y = % samt % =2x = —g—” sa Cauchy-Riemanns ekvationer
i y Yy i
dr bada uppfyllda och f(z) &r analytisk.

4. Lat f(t) =37, Sh;(—?t).IBetaservi att f(t) = %—’%Q%—% for 0 <t < 2m.

a) Berikna f(57).
b) Summera med hjélp av Parsevals formel serien ) #

Losning: a) Eftersom f(t) adr en Fourierserie med bara sin-termer sa ar f(¢) en
2m-periodisk udda funktion. Alltsa ar

FET) = F(-%+3-2m)
= f(=3)
= —/(3)
-G E)

b) Parsevals formel séger att

l/o i (f(t)*dt = 2a5+ ) (a2 +b2)

s
n=1



dir ay,, b, dr Fourierkoefficienterna till f(¢). I detta fall &r b, = 2 alla a,, = 0 sa

nB
o0 o0
i — b2
né "
n=1 n=1

1 /2“ ottt p C
T 6 4 12
1 [ 5w 13n%t w3 pit?
= =] —-= i a
0

144 24 + 144 12 36
1 ( 2m)" 7w (27m)8 N 1372 (2m)°> w3 (2m)t ot (27r)3)

™

™

144 -7 24-6 144 -5 12 -4 * 36 -3

945

5. Véarmefordelningen u(z,t), = > 0, t > 0 i en halvoéndlig isolerad stang som
initialt har temperatur 0 och varms upp i sin &ndpunkt beskrivs av féljande
randvérdesproblem:

ou  ,0%u
ot~ a2
u(z,0) =0,2 >0, u(0,t)= f(¢t),t>0, :Cl_igloou(x,t) =0,t>0,

dar f(t) beskriver den temperatur som dndpunkten ges vid tiden ¢. Visa
att u(z,t) kan berdknas som en faltning (“convolution”) av f(¢) med en
funktion k,(t) samt bestdm denna funktion. (Ledning: Laplacetransformera
it.)

Losning: Lat U(x, s) vara Laplacetransformen av u(z,t). Da &r sU(z, s) —u(z,0) =
APY (1, 5) eller
0*U
_ 2
sU(x,s) =c w(m, s)

eftersom wu(z,0) = 0. Losningen pa denna differentialekvation i z ar
U(z,s) = C(s)e‘éi + D(s)e§x

dér “integrationskonstanterna” C(s), D(s) far bero av s. For att fa en begransad
16sning U(x, s) sa maste vi vélja D(s) identiskt noll, sa

Ux,s) = C’(s)e_éw.

Lat F(s) vara Laplacetransformen av f(¢). Eftersom w(0,¢) = f(¢) sa far vi
C(s) =U(0,s) = F(s)



nér vi satter = 0. Tillsammans ger detta
v
U(z,s) = F(s)e” <”.
Eftersom Laplacetransformen U(z,s) ar en produkt av transformer sa &r den ur-
sprungliga funktionen u(x,t) en faltning av motsvarande funktioner, se Beta Lapla-

cetransform L12. F'(s) dr transformen av f(t) och enligt Beta formel L61 sa &r e

transformen av
X 22

kp(t) = e <2,
(®) 2cv/ t3

Vi har alltsa
T

ule,t) = () % k(1) = / e =)k (r)r = 5 / F(t = 1) .

6. Berdkna integralen
2 1 4
/ + 4 cosd "
o 17—8cosd

Lésning: Vi gor variabelbytet z = €. D4 blir df = idz och integralen fran 0 till 27
overfors till integralen ldngs kurvan C' som &r enhetscirkeln med orientering moturs.

Vi far

med hjalp av residykalkyl.

/27r 1+4cos€d9 _ /27r 1+2(e? + e %)
o 17—8cosh S 17— 4(e? + ei0)

j{l—l—Z(z—I—zl) id
c 1T —4(z+271) iz :

_ 3}[ 222+ 242 q
Y A Y

Integranden har poler i punkterna z = 0, z = 1/4 och z = 4. Av dessa ligger
z = 0 och z = 1/4 innanfor integrationskurvan C. Enligt formler pa sid 782-783 i
kursboken &r residyn vid z = 0 lika med 2 och residyn vid z = 1/4 lika med —%.
Residysatsen ger nu att

T 1 4+ 4cosf ? 222+ 2+ 2
——df = - dz
o 17—8cosd 4 Joz(z—1/4)(z —4)

i 38
— . om-l9-22
T ( 15)




7. Lat I' vara skéirningskurvan mellan sfiren 2% + 3% 4+ 22 = 1 och planet
x + z = 1 med orientering sadan att projektionen av I' pa xy-planet ar
positivt orienterad. Lat vektorfiltet F vara definierat av

F(x,y,2) = (y*2%e™ + 2%, 2yze™ + x2,y*(1 + 22)e™ + 2xy).

a) Visa att rot F = (x,22z — 2y, z). (I kursboken betecknas “rot” med
“curl”.)
b) Berékna §.F - dr.

Losning: a) Enligt formler pa sid. 457 i kursboken berdknas rotF = V x F =
(x,2z — 2y, 2).

b) Kurvan I" &r en cirkel i planet  + z = 1. Lat S vara den cirkelskiva i x + z = 1
som begriansas av I'. Eftersom projektionen av I' pa zy-planet ar positivt orienterad
sa ska enhetsnormalen n till S ha positiv z-komponent, dvs n = %(1, 0,1). Enligt

ﬁF-dr = //SrotF-ndA
= //5(33,22 —2y,z2)- %(1,0,1)dA
_ %//S(Iw)d/l

= vl

= % - {Arean av S}

Stokes sats ar

[\

dér den néast sista likheten foljer av att S ligger i planet  + z = 1. For att berdkna
arean av cirkelskivan S behéver vi veta dess radie. Vi ser att centrum for S ligger
i punkten (%, 0, 5), dessutom ser vi att punkten (1,0, 0) ligger pa randen I'. Radien
ar lika med avstandet fran centrum till en punkt pa randen och blir i detta fall

r= H(%707 %) - (17070>H = 12- Detta ger

Sl

1 1
F-dr = AArean av S} = — 112 = ——.
/{ 2 { v 5} V2 g 2v/2

Sl




