
5B1305 Tillämpad kombinatorik, VT 2007
Exempeltentamen

Inga hjälpmedel är till̊atna. Inklusive bonus kan man f̊a 29 poäng. 12
poäng ger minst betyget 3. 17 poäng ger minst betyget 4. 22 poäng ger
betyget 5.

1. (2p) Finn den permutation i S9 som avbildas p̊a nedanst̊aende tabl̊apar
under RSK-korrespondensen

1

2

3

4

5

6

7

8

9 1 2

3 4

5

6

7

8

9

2. (2p) Bestäm det kromatiska polynomet för grafen nedan.
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3. (2p) Definiera en talföljd a0, a1, . . . genom a0 = a1 = a2 = 1 och an =
2an−2 + an−3 om n ≥ 3. Uttryck F (x) =

∑
n≥0 anxn som en rationell

funktion.

4. (2p) Finn en generatormatris för den linjära binära kod vars checkmatris
H är given nedan.

H =




1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0



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5. (4p) L̊at G = (V, E) vara en riktad graf. Antag att s, t ∈ V är tv̊a hörn
s̊adana att varje par av riktade stigar fr̊an s till t har minst en gemensam
kant. Visa att det finns en kant som ing̊ar i varje riktad stig fr̊an s till t.

6. (4p) För varje positivt heltal n, konstruera en linjär binär kod med
minimiavst̊and tv̊a och maximal rang.

7. (4p) Hotellnycklar tillverkas av plastkvadrater som är uppdelade i ett
regelbundet n× n rutmönster. I dessa rutor ska sl̊as tre h̊al, tv̊a runda och
ett triangulärt. Visa att antalet möjliga nycklar är

{
n(n− 1)(n4 + n3 − 2n2 + 2n− 4)/16 om n är jämnt,
(n− 1)(n5 + n4 − 2n3 + 6n2 − 7n + 1)/16 om n är udda.

8. (4p) Fixera positiva heltal k, m och n. L̊at pm,n(k) beteckna antalet
partitioner av k där varje del har storlek högst n och som inneh̊aller högst
m delar. Visa att

mn∑

k=0

pm,n(k) =
(

m + n

m

)
.
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LÖSNINGSFÖRSLAG

1. Genom att applicera inversen till RSK-algoritmen (se boken) f̊ar man
fram permutationen 362587941.

2. För att förenkla notationen l̊ater vi nedan en graf beteckna sitt kroma-
tiska polynom. Rekursionen för kromatiska polynom (borttagning-kontraktion)
ger identiteterna

= −

= −

= −

s̊a att

= − + −
.

Vi kan fortsätta ta bort och kontrahera kanter ett tag till tills bitarna blir
tillräckligt enkla, eller s̊a resonerar vi som följer.

Om vi bara kände till det kromatiska polynomet för en 4-cykel, kalla det
för P (x), skulle vi kunna finna polynomen för samtliga grafer i HL ovan.
Fr̊an vänster till höger är de fyra polynomen nämligen

(1) (x− 1) · (polynom nummer 2), ty efter att graf nummer tv̊a färgats
med x färger återst̊ar att färga det extra hörnet uppe till vänster
p̊a n̊agot av x− 1 sätt.

(2) P (x)2/x, ty av symmetriskäl har en 4-cykel precis P (x)/x färgningar
om ett bestämt hörn måste ha en bestämd färg. Vi kan därför färga
den “nordöstra” 4-cykeln p̊a P (x) sätt och därefter den “sydvästra”
med ett hörns färg redan givet p̊a P (x)/x sätt.

(3) P (x)(x−1)2: färga först 4-cykeln (P (x) sätt), därefter de återst̊aende
hörnen (x− 1 val vardera).

(4) P (x)(x−2): färga först 4-cykeln (P (x) sätt), därefter det sista hörnet
(x− 2 möjligheter).

Polynomet vi söker är allts̊a

fG(x) = (x− 1)P (x)2/x− P (x)2/x + P (x)(x− 1)2 − P (x)(x− 2) =

= P (x)2(x− 2)/x + P (x)(x2 − 3x + 3).
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Borttagning-restriktion i 4-cykeln ger

P (x) = x(x− 1)3 − x(x− 1)(x− 2) = x(x− 1)(x2 − 3x + 3),

s̊a

fG(x) = x(x− 1)2(x− 2)(x2 − 3x + 3)2 + x(x− 1)(x2 − 3x + 3)2 =

= x(x− 1)(x2 − 3x + 3)3.

3. Man f̊ar

F (x) = 1 + x + x2 +
∑

n≥3

(2an−2 + an−3)xn =

= 1 + x + x2 + 2x2(F (x)− 1) + x3F (x) =

= 1 + x− x2 + (2x2 + x3)F (x),

s̊a F (x) = 1+x−x2

1−2x2−x3 .

4. Gauss-Jordanelimination av H ger matrisen

H ′ =




1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 0


 .

Eftersom elementära radoperationer inte p̊averkar nollrummet kommer H ′
ocks̊a att vara en checkmatris för koden som vi döper till C. För att f̊a en
checkmatris p̊a trevlig form betraktar vi koden D som f̊as fr̊an C genom att
byta plats p̊a tredje och fjärde koordinaten. Koden D har allts̊a checkmatris

HD =




1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0


 = (Id A).

En generatormatris GD till D ska ha egenskapen HDGT
D = 0, vilket är

uppfyllt om

GD = (−AT Id) =




1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1




En generatormatris för C f̊as nu genom att byta tillbaka koordinat 3 och 4:

G =




1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1


 .
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5. Antagandet om G betyder att det maximala antalet parvis (kant-)dis-
junkta riktade stigar fr̊an s till t antingen är 0 eller 1. Om det är noll duger
vilken kant som helst, för det finns ingen stig fr̊an s till t. Om det är 1,
säger Mengers sats att det finns en s, t-separerande kantmängd av storlek 1,
d.v.s. en kant som ing̊ar i alla stigar fr̊an s till t. ¤

6. Singleton (eller sunt förnuft) säger att vi inte kan hoppas p̊a fler än 2n−1

kodord, d.v.s. koden kan högst ta upp halva Hammingrummet.
L̊at C vara mängden av kodord med jämnt antal ettor. Notera att c1 +

c2 ∈ C om c1, c2 ∈ C. Multiplikation med skalärer i Z2 bevarar trivialt
C (det räcker att kolla att noll-ordet ligger i C). Allts̊a är C linjär. Att
minimiavst̊andet är tv̊a är uppenbart. Delmängderna till [n] med udda
kardinalitet är lika många som de med jämn, s̊a |C| = 2n−1. Saken är klar.

7. Symmetrigruppen för en kvadrat (d.v.s. den dihedrala gruppen med åtta
element) verkar p̊a mängden av n2 åtskiljbara rutor med slagna h̊al. Vi
söker antalet banor. För att kunna applicera Burnsides lemma, vill vi veta
hur många konfigurationer som fixeras av vart och ett av gruppelementen.
Notera att fixpunkter till ett element g finns om och endast om g:s cykel-
indelning av de n2 rutorna har en minst en 1-cykel och minst en 2-cykel
alternativt minst tre 1-cykler. En konfiguration är nämligen fixerad om och
endast om det triangulära h̊alet är fixerat och de tv̊a cirkulära antingen
skickas till varandra eller b̊ada är fixerade.

• Identiteten fixerar alla konfigurationer. Vi kan välja de runda h̊alen
p̊a n2(n2−1)/2 sätt och sedan det triangulära p̊a n2−2 sätt, s̊a iden-
titeten har n2(n2 − 1)(n2 − 2)/2 fixpunkter.

• Rotation 90◦ kan inte fixera n̊agra konfigurationer eftersom alla rutor
(om n är jämnt) respektive alla utom en (om n är udda) delas upp
i 4-cykler.

• Rotation 180◦ delar upp alla rutor i 2-cykler om n är jämnt. Om
n är udda delas alla rutor utom den fixerade mittrutan upp i 2-
cykler. I det förra fallet kan inga fixpunkter finnas. I det senare kan
det triangulära h̊alet sättas i mitten. Sedan väljs en 2-cykel bland
de (n2 − 1)/2 tillgängliga ut för att härbärgera de cirkulära h̊alen.
Totalt finns allts̊a (n2− 1)/2 fixerade konfigurationer om n är udda.

• Reflektion i en symmetriaxel som passerar genom tv̊a av kvadratens
kanter delar upp rutorna i 2-cykler om n är jämnt, s̊a d̊a fixeras
ingenting. Om n är udda kan det triangulära h̊alet sättas i n̊agon
av de n centrala, fixerade rutorna. Därefter väljs antingen en av de
(n2−n)/2 2-cyklerna eller tv̊a av de n−1 återst̊aende 1-cyklerna ut
till de cirkulära h̊alen. Totalt kan vi allts̊a konstruera fixa konfigu-
rationer p̊a n((n2 − n)/2 + (n− 1)(n− 2)/2) sätt.
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• Reflektion i en symmetriaxel som passerar genom tv̊a av kvadratens
hörn delar upp rutorna i n 1-cykler och (n2 − n)/2 2-cykler. Med
samma resonemang som i det förra fallet, n udda, ser vi att det finns
n((n2−n)/2+(n−1)(n−2)/2) fixa konfigurationer (oavsett paritet
p̊a n).

Nu applicerar vi Burnside. Kom ih̊ag att de tv̊a reflektionsfallen ovan
bidrar med tv̊a gruppelement vardera. Om n är jämnt f̊as antalet banor
som
1
|G|

∑

g∈G

|fix(g)| = 1
8

(
n2(n2 − 1)(n2 − 2)

2
+ 2

n((n2 − n) + (n− 1)(n− 2))
2

)

vilket blir det sökta uttrycket efter lite förenklingar.
När n är udda f̊ar vi

1
8

(
n2(n2 − 1)(n2 − 2)

2
+

n2 − 1
2

+ 4
n((n2 − n) + (n− 1)(n− 2))

2

)

banor. Åter f̊ar vi v̊art sökta uttryck efter lite omstuvningar. ¤

8. Restriktionerna innebär att pm,n(k) är antalet partitioner av k vars Fer-
rersdiagram f̊ar plats i en m× n-rektangel. Allts̊a räknar VL alla Ferrersdi-
agram som f̊ar plats i sagda rektangel. Vi har en bijektion fr̊an mängden av
s̊adana diagram till antalet stigar fr̊an nedre vänstra hörnet i rektangeln till
det övre högra hörnet där stegen är av typen (0, 1) (upp) eller (1, 0) (höger)
genom att följa konturen av diagrammet (se exempel nedan). Allts̊a är VL
lika med antalet s̊adana stigar. En stig konstrueras genom att välja vilka m
av m + n steg som ska g̊a upp, s̊a HL=VL. ¤


