5B1305 Tillampad kombinatorik, VT 2007
Exempeltentamen

Inga hjalpmedel ar tillatna. Inklusive bonus kan man fa 29 poéng. 12
poang ger minst betyget 3. 17 poang ger minst betyget 4. 22 poang ger
betyget 5.

1. (2p) Finn den permutation i Sy som avbildas pa nedanstaende tablapar
under RSK-korrespondensen
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2. (2p) Bestdm det kromatiska polynomet for grafen nedan.

3. (2p) Definiera en talfljd ag,aq,... genom ag = a3 = az = 1 och a, =
2ap—3 + ap—3 om n > 3. Uttryck F(z) = >, 5pan2™ som en rationell
funktion.

4. (2p) Finn en generatormatris for den linjara bindra kod vars checkmatris
H ar given nedan.
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5. (4p) Lat G = (V, E) vara en riktad graf. Antag att s,t € V &r tva horn
sadana att varje par av riktade stigar fran s till ¢ har minst en gemensam
kant. Visa att det finns en kant som ingar i varje riktad stig fran s till ¢.

6. (4p) For varje positivt heltal n, konstruera en linjar bindr kod med
minimiavstand tva och maximal rang.

7. (4p) Hotellnycklar tillverkas av plastkvadrater som &r uppdelade i ett
regelbundet n x n rutmonster. I dessa rutor ska slas tre hal, tva runda och
ett triangulart. Visa att antalet mojliga nycklar ar

n(n —1)(n* +n3 —2n2 +2n — 4)/16 om n ar jamnt,
(n—1)(n® +n* —2n3 +6n% — Tn +1)/16 om n ir udda.

8. (4p) Fixera positiva heltal k, m och n. Lat p, (k) beteckna antalet
partitioner av k dar varje del har storlek hogst n och som innehaller hogst
m delar. Visa att

gpm,n(k) = (m;; n)



LOSNINGSFORSLAG

1. Genom att applicera inversen till RSK-algoritmen (se boken) far man
fram permutationen 362587941.

2. For att forenkla notationen later vi nedan en graf beteckna sitt kroma-
tiska polynom. Rekursionen for kromatiska polynom (borttagning-kontraktion)

ger identiteterna
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= [P~ [ f]-

Vi kan fortsatta ta bort och kontrahera kanter ett tag till tills bitarna blir
tillrackligt enkla, eller s resonerar vi som foljer.

Om vi bara kande till det kromatiska polynomet fér en 4-cykel, kalla det
for P(x), skulle vi kunna finna polynomen for samtliga grafer i HL ovan.
Fran vanster till hoger ar de fyra polynomen namligen

sa att

(1) (x — 1) - (polynom nummer 2), ty efter att graf nummer tva fargats
med z farger aterstar att farga det extra hornet uppe till vanster
pa nagot av x — 1 sétt.

(2) P(z)?/z, ty av symmetriskil har en 4-cykel precis P(x)/z firgningar
om ett bestdmt horn maste ha en bestdmd farg. Vi kan dérfor farga
den “norddstra” 4-cykeln pa P(z) sétt och darefter den “sydvéstra”
med ett horns farg redan givet pa P(x)/x sitt.

(3) P(x)(z—1)2: firga forst 4-cykeln (P(x) sitt), diirefter de aterstaende
hornen (z — 1 val vardera).

(4) P(z)(x—2): farga forst 4-cykeln (P(x) sitt), darefter det sista hornet
(x — 2 mojligheter).

Polynomet vi soker ar alltsa
fa(z) = (& = 1)P(x)*/z = P(x)*/z + P(z)(z — 1)* = P(z)(z - 2) =

= P(2)*(z — 2)/x + P(z)(2® — 3z + 3).
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Borttagning-restriktion i 4-cykeln ger
Px)=xz(z -1 —z(z—1)(z —2) = z(z — 1)(2® — 3z + 3),
sa
fo(@) =x(x —1)*(x —2)(2® =32+ 3)% + z(x — 1)(2® =3z +3)* =
= z(x — 1)(2? — 3z + 3)%.

3. Man far

n>3

=142+ 2%+ 203 (F(z) — 1) + 23F(z) =

=14+x—22+ 222+ 23 F(x),
sa F(z) = Liz—g

1-2x2—23 "

4. Gauss-Jordanelimination av H ger matrisen
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Eftersom elementara radoperationer inte paverkar nollrummet kommer H’
ocksa att vara en checkmatris for koden som vi déper till C. Fér att fa en
checkmatris pa trevlig form betraktar vi koden D som fas fran C genom att
byta plats pa tredje och fjarde koordinaten. Koden D har alltsa checkmatris

1001101
Hp=[01010 1 1 |=(1dA).
0010110

En generatormatris Gp till D ska ha egenskapen H DGCB = 0, vilket ar
uppfyllt om

1101000
o aripn_ | 1010100
Gp=(-A"1d) = 0110010

1100001

En generatormatris for C' fas nu genom att byta tillbaka koordinat 3 och 4:

1110000
- 1001100
01 01O01PO0
1100001
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5. Antagandet om G betyder att det maximala antalet parvis (kant-)dis-
junkta riktade stigar fran s till £ antingen &r 0 eller 1. Om det &r noll duger
vilken kant som helst, for det finns ingen stig fran s till £. Om det &r 1,
sager Mengers sats att det finns en s, t-separerande kantméangd av storlek 1,
d.v.s. en kant som ingar i alla stigar fran s till t. O

6. Singleton (eller sunt fornuft) siger att vi inte kan hoppas pa fler &n 27!
kodord, d.v.s. koden kan hogst ta upp halva Hammingrummet.

Lat C vara méngden av kodord med jamnt antal ettor. Notera att c; +
cog € C om c1,c0 € C. Multiplikation med skaldrer i Zo bevarar trivialt
C' (det racker att kolla att noll-ordet ligger i C'). Alltsa &r C' linjar. Att
minimiavstandet ar tva ar uppenbart. Delméngderna till [n] med udda
kardinalitet ér lika manga som de med jimn, sa |C| = 277!, Saken ir klar.

7. Symmetrigruppen for en kvadrat (d.v.s. den dihedrala gruppen med atta
element) verkar pa mingden av n? atskiljbara rutor med slagna hal. Vi
soker antalet banor. For att kunna applicera Burnsides lemma, vill vi veta
hur manga konfigurationer som fixeras av vart och ett av gruppelementen.
Notera att fixpunkter till ett element g finns om och endast om g:s cykel-
indelning av de n? rutorna har en minst en 1-cykel och minst en 2-cykel
alternativt minst tre 1-cykler. En konfiguration ar ndmligen fixerad om och
endast om det trianguldra hélet &r fixerat och de tva cirkulara antingen
skickas till varandra eller bada ar fixerade.

e Identiteten fixerar alla konfigurationer. Vi kan vélja de runda hélen
pa n?(n?—1)/2 sitt och sedan det trianguliira pa n? —2 sitt, sa iden-
titeten har n%(n? — 1)(n? — 2)/2 fixpunkter.

e Rotation 90° kan inte fixera nagra konfigurationer eftersom alla rutor
(om n ar jamnt) respektive alla utom en (om n &r udda) delas upp
i 4-cykler.

e Rotation 180° delar upp alla rutor i 2-cykler om n ar jamnt. Om
n ar udda delas alla rutor utom den fixerade mittrutan upp i 2-
cykler. I det forra fallet kan inga fixpunkter finnas. I det senare kan
det triangulédra halet sdttas i mitten. Sedan véljs en 2-cykel bland
de (n? — 1)/2 tillgingliga ut for att hiirbirgera de cirkulira halen.
Totalt finns alltsé (n? —1)/2 fixerade konfigurationer om n #r udda.

e Reflektion i en symmetriaxel som passerar genom tva av kvadratens
kanter delar upp rutorna i 2-cykler om n ar jdmnt, sa da fixeras
ingenting. Om n &r udda kan det trianguldra halet séttas i nagon
av de n centrala, fixerade rutorna. Darefter véljs antingen en av de
(n? —n)/2 2-cyklerna eller tva av de n — 1 aterstaende 1-cyklerna ut
till de cirkuldra halen. Totalt kan vi alltsa konstruera fixa konfigu-
rationer pa n((n? —n)/2 + (n — 1)(n — 2)/2) sitt.



e Reflektion i en symmetriaxel som passerar genom tva av kvadratens
hérn delar upp rutorna i n 1-cykler och (n? — n)/2 2-cykler. Med
samma resonemang som i det forra fallet, n udda, ser vi att det finns
n((n?—n)/2+ (n—1)(n—2)/2) fixa konfigurationer (oavsett paritet
pa n).

Nu applicerar vi Burnside. Kom ihag att de tva reflektionsfallen ovan
bidrar med tva gruppelement vardera. Om n ar jamnt fas antalet banor
som

2 lhis(g)] = ¢ (”2(”2 —D(m?=2) (0 —n)+(n—1(n - 2)))
|G|

v 8 2 2

vilket blir det sOkta uttrycket efter lite forenklingar.
Nér n &r udda far vi

1 (712(712 —1)(n?—-2) N n?—1 +4n((n2 —n)+(n—1)(n— 2)))

8 2 2 2

banor. Ater far vi vart sokta uttryck efter lite omstuvningar. O

8. Restriktionerna innebér att pp, ,(k) dr antalet partitioner av k vars Fer-
rersdiagram far plats i en m x n-rektangel. Alltsa raknar VL alla Ferrersdi-
agram som far plats i sagda rektangel. Vi har en bijektion fran méngden av
sadana diagram till antalet stigar fran nedre vanstra hornet i rektangeln till
det 6vre hogra hornet dér stegen ar av typen (0,1) (upp) eller (1,0) (hoger)
genom att folja konturen av diagrammet (se exempel nedan). Alltsa dr VL
lika med antalet sddana stigar. En stig konstrueras genom att vélja vilka m
av m + n steg som ska ga upp, sa& HL=VL. O




