
���������	��
����	����������������������������	�
��� �
!#" �$$���&%('*)+�,�����	%-�$.0/1)2�3���4���45768��.&.:9�;�;�<
=>�&% " �$��.0?#�4����@��&%A�1�

�>B8CEDGFHB7IKJML,N-N-O�P8QRCSD2Q8TVU
WYX+Z&[H\�]2\_^�`_Z&[a\*[a\_bcZ&[ed$f,\�g*`_bih$j_\_^(k1lnmpo�qGqGr

WYX,\tsudGd$Zwv+xzy|{+`AX+Zwv}\V~�=>�	���&
����4���	%��-�e� " ����
����8�������*� " �&�����4�t$�*�_�1�
����%��&�����H�	�e���%�����3����
�%4�t�$��@M�$�,�$.�)2�4�V��%4��G���&�1
�$
��H���$��$�

I
� " �&% "�" �$�

�_���$%_��.	)H����u���4���&+@��	%�����	�G��$�Y�8�����&+@
2j
����p�-�$% "

j
�$��@t��e�� " �4���8�����&+@��&%

��$�&�G���4��� " ��%�$��������
�%_���&$������ " �����$�����4.&�	���#$�V� " ��������&$�V$�0� " ��@��
���.	�
$�0�e���$�Y52��������	%�@��	��%�
������4@��&�V%4.��$�����$��@V�&���u����&������Y52�����$�t��.	� �a;2�	�����K 25
�Y��¡G �¢a�i¡G $<2��/+���$���#���	� "

f0 = 1/3
�p£:�4�

f1(x)
@�����$����� " ��@��
���.&����

f0(x)
5

���¤�$�
f1(x)

�	������A���&���4@�������
f0(x)

�G)V� " �(��$.&.&a���	��¥H����2%4��@�
����$¦
���

f1(x) = 1

3
f0(3x) + 2

3

���
0 ≤ x ≤ 1/3

�
92�

f1(2/3) = 0; f1(1) = 1/3
�

¡��
f1

�	�u%4��G���	�+
��
�������@�.	�&�����$����>� " �e�	�G�����3§��$.&�
1/3 ≤ x ≤ 2/3

����@
2/3 ≤ x ≤ 1

�
� " ���¨�&�45n� " �c¥$���$� " $�

f1

�&��������$�&����@(������
f0

�$�R� " a���H�	�e6¨�	¥�
����u�-;��	�$�ª©�5
�u$���&��������>�Y��¡G �<��*����@�
�%4���	§$��.	)$5��c�H@��_«,���

fn+1

������ � " � @��
���.	�e$�
fn

�
6¨�&���$.&.�)¬.&�4�

F (x) = limn→∞ fn(x)
�

���¨���a§���� " ���
fn+j(x) = fn(x)

����(�$.	.
j ≥ 1

�$��@
x ≥ 1/3n

� ! ��+�
%�.&
�@��V� " �n���	���c��@��4«,���

F (0) = 1
5�� " ���

F (x)
�	�����c��.&.®��@��_«,���4@

%���G���	�1
��
��u������$�
I
�

92�¨���a§�� � " ���
fn(x)

" �$�u�t
����&¯1
������4���&+@��	%�������	�
2j
��������$% "

j ≤ n
�

���a§��(� " ���u���$% " ��R� " ����� �8�����&+@��&%�$�����������&�������8��.	.&�&��¥�52���
j < n

�
¡��¨���a§��(� " ���

fn(x)
" �$����¬$� " �������4���	2@��	%�������	�����

° �¨���a§���� " ���
F (x)

" �$�¨��
����	¯1
��#�8�����&+@��&%�������	�R$�,�8�����&+@
2j
������-�$% "

j
�$��@���t$� " �4�����4���&+@��	%�������	���4��/ " a�±� " ����� " �	�����4���	2@��	%�������	���	�

�����8��.	.&�	��¥��
�u�4%-�$.	.0� " �H%4���������
�%_���	���$��� " � ! ���1����(=>�	@�@�.	�_��� " �&��@����_�-��£0�_�

A0 = (1

3
, 2

3
)
�8��� " �|�t�&@�@�.&�>� " �&��@²$�(� " �|
����	���	�G�����3§��$.

I
�³£:�4�

I0 = I \ A0

�#£:�4�
A1 = (1

9
, 2

9
) ∪ (7

9
, 8

9
)
�8��� " �(���	@�@�.&��� " �&��@�$�¨� " �

���#t�&�G���4��§��$.	���&�
I0

��£0�_�
I1 = I0 \ A1

�p����@�
�%_���	§$��.�)�5,.&�_�
An

@�����$���
� " ���t�&@�@�.&�*� " �&��@�$�0� " ���	�G�����3§��$.&���	�

In−1

�$��@�.&�_�
In = In−1 \An

�
6¨�&�,��.&.	)$52.	�4�

I∞ =
⋂

n≥0

In.

´



I∞
�&��� " ��%4.��$�����	%-�$.Y�t�&@�@�.&�µ�¶� " �&��@�� ! �$�G��$�u���4���

¢2��/ " a�·� " ����� " �u���4���	2@��	%��8��&�G����$�}���4���	2@
2j
��$�

F
.&�&���	��� " �u
����	��

$���	�1�����3§$��.&�#���	% " %4��������&���
Aj

�
<��¨���a§��(� " ���

F (In) = In

�
 2�¨���a§���� " �n���	�

x ∈ An

�$��@
x
�&� ��$���8�����&+@��&%�5R� " ����� " �������µ�2�&�����

k > 0
��
�% " � " ���

F k(x) ∈ In

�
¸ �¨���a§��(� " ���

I∞
�	���&�G§��$���&�$�G��
���@��4�

F
�

©��¨���a§�� � " ����5,�	�
x /∈ I∞

����@
x
�&����$�u�8�����	2@��&%$52� " �4��� " � $��������$�

x������@��u��
I∞
$���4§��4�G��
,�$.	.	)�.	�&�4���&�

I∞
�

� " 
����$.&.,$�:� " ������2���8�����&+@��&%��8��&�G���c����
F
�$�������������$%_����@���e� " �

���4�
I∞
��� " 
������
���@����������$��@�� " ��@�)+�,�$�t�&%��e$�

F
5¨�	�H��
�¹t%��4�¬��


���@��4�������$��@�� " ��@�)+�,�$�t�&%4�¨$�
F
��

I∞
��6,��R�-�$% " �8��&�G�

p ∈ I∞
5��c�

�������$% " �$�º�&�2«,���	�������4¯+
�����%4�V$�
0 » ���$��@ 1 » ��5 S(p) = (s0s1s2 . . . )

5
�$%�%4���@��	��¥(���� " ����
�.&��¦

s0 = 1
�	�

p
���4.&���¥$������ " ��.&�_�w��%���t�8��G�����G�

$�
I0 ¼ s0 = 0

�	�
p
���4.&���¥$� ���� " �V���&¥ " �H%4��t��������G�-�º½*������ " ���

� " �	���&�*��.	�&¥ " .�)�@��	¾��������G��������¿�
��*%�+@��&��¥�����u� " �H¯1
,�$@��������&%e���$�YÀ
½*a�

p
���4.&���¥$�����������e%���t��$�����G��$�

In−1

50�$��@
In

�	��������$�&���4@
�1)H�����ta§+�&��¥�� " ���t�&@�@�.	��� " �&��@�$�7� " �	���&�G������§��$.Á�R� " �����_��������c�����-)
���4�

sn = 1
�	�

p
�8��.	���¥�����t� " �(.&�_�w� " �$��@��&�G���4��§��$.:�&�

In

�$�
sn = 0$� " �4�����	���$�

£0�_�
Σ2

���H� " �H���_��$�c�$.&.����4¯+
�����%4����$�
0 » �(�$��@ 1 » ��� '��4«,���¬� " ��$@�@��	��¥����$% " �	���

A : Σ2 → Σ2

�G)
A(s0s1s2 . . . ) = (s0s1s2 . . . ) +

(100 . . . )
�t2@

2
5����¤�$�

A
�&��$���A�$�	����@��G)��$@�@��&��¥��(��+@>9e��

s0

�$��@
%-�$����)+�&��¥�� " �p���4��
�.��-��6,��Y�_���$�t��.	�$5

A(110110 . . . ) = (001 110 110 . . . )�$��@
A(111 . . . ) = (000 . . . )

�
�a;��¨£0�_�

d
�8�(� " �(
���
��$.0@��&�3�A�$��%4�($�

Σ2

��p��a§��(� " ���
S : I∞ 7→ Σ2

�&�u�
����8�.&$¥��&%��$.�%4��nÂ�
�¥��$%4)��8�4���c���4�

F
��

I∞
�$��@

A
��

Σ2

�
�����¨���a§��(� " ���

A
" ���u����8�����&+@��&%��8��	�1�����

�K92�¨���a§��(� " ���u�_§����3)�������	��$�
A
�&��@��4�������&�

Σ2

�
/2�&��%4�

Σ2

" �$�������������4�*%4.&�����@>�&�G§��$���&�$�G�*��
������4����
���@��4�
A
5
Σ2�&�u�$���_���$�t��.&�������Ã�Zwv,ZwÃt{$Ä�[a\_bÅ�


