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1  Aterblick. Tidigare har vi sett binira relationer. Dessa ir helt enkelt tva-
stilliga predikat. For ett tvastilligt predikat P kan vi betrakta sentenser som

VrdyPxy och Pab.

Vi har alltsd en relation mellan individer, och de tolkningar som gor dessa
sentenser sanna eller falska innehaller individer och information om for vilka
par av individer relationen dr sann.

2 Exempel. I tolkningen
a—""" g3
) O
ar sentenserna Pab och Pbb sanna medan Pda och Pba ar falska. Alltsd ar

VzPxx falskt medan JzPxa dr sant. Vidare ar Va3yPxy sant eftersom JyPay
och JyPby bada ar sanna.

3 Relationer mellan sentenser. Nu ska vi istéllet betrakta relationer mel-
lan sentenser. Vi kommer att beteckna med #Z,.%, .7, ... sddana relationer och
med p,q,r,... sentensvariabler (JAimfor med x,y, z, ... som betecknar individ-
variabler). Darmed #r de pastdenden vi kan gora sant som

for alla p existerar ett ¢ sa att Zpq

och
& (Vo Fz,JyGya — B).

Jamfor detta med de predikatlogiska pastdendena/sentenserna Vz3yFaxy och
Gab. T den sistndmnda sentensen finns de tva specifika individerna a och b. I
pastaendet .7 (Ve Fx, JyGya — B) finns de tva specifika sentenserna Va Fx och
JyGya — B.

4 Filosofisk utvikning. Vi kan inte pésti saker som Vp3q(#Zpq — pq)
eftersom implikationen — bara kan sittas mellan sentenser. Pastdendet Zpq
ir inte en sentens utan ett pastdende om sentenser. Diaremot skulle vi kunna
uttrycka detta genom att siga

for alla sentenser p existerar en sentens ¢ si att om Zpq s ' pq.
Eventuellt kan man ocksé invinda mot att anvinda symbolerna V och 3 till annat

dn individvariabler, det vill siga att skriva exempelvis Vp med en sentensvariabel
p, s& darfor gor vi inte det hir.

5 Hur kan dessa relationer mellan sentenser se ut? En tanke ar att ta
som exempel en relation #Z dér
Zpq Dbetyder att p — q.

Men detta fun_gerar inte! Lat exempelvis p vara sentensen VrQx och ¢ sentensen
AV ~3JzFx. Ar da pastaendet Zpq sant eller falskt? Det gar inte att svara pa;
det beror pé tolkningen.



1. I tolkningen
D = {a, 5}
Ext(Q) = {a. 8}
Ext(F) = {3}
A : falsk

ar sentensen p — ¢ falsk eftersom p, det vill siga sentensen VrQx, dr sann,
medan ¢, det vill siiga sentensen AV ~ 3z Fx, r falsk (bade A och ~3zFx

ar ju falska).
2. I tolkningen
D = {a, f}
Ext(Q) = {a}
Ext(F) = {8}
A : falsk

ir sentensen p — ¢ sann eftersom p, det vill siga sentensen Vo F'x, ar falsk.

Battre ar att ha relationer som uttalar sig om tolkningar.

6 Exempel. Lat &# vara en relation mellan sentenser som definieras av att
Zpq Dbetyder att pFE ~q,

det vill sdga att det finns en tolkning som gér p sann men ~q falsk.

Om vi later p vara sentensen A — B och ¢ vara sentensen VxFx s dr Zpq ett
sant pastaende eftersom exempelvis tolkningen

D ={a,p}
Ext(F) = {a}
A :falsk B :sann

gbr p sann men ¢ falsk.

Om vi istéllet later p vara sentensen A & ~ A och ¢ vilken sentens som helst
s& dr pastdendet #Zpq falskt eftersom det inte finns nigon tolkning som gor p
sann. I synnerhet finns det ingen tolkning som gor p sann och ~ ¢ falsk.

7 Exempel. Lat .¥ vara en relation mellan sentenser som definieras av att
“pq  betyder att EpVgeller Fp<« gq,

det vill séga att p V ¢ ar sant i alla tolkningar, eller att p < ¢ &r sant i alla
tolkningar. Observera att det dr en enorm skillnad pa detta och pastidendet
att p V q eller p < ¢ dr sant i alla tolkningar. Det senare dr ju pastiendet

FlVaVp—aq.
8 Exempel. Lat .7 vara en relation mellan sentenser som definieras av att
Ipq Dbetyder att pVglkp&q,

det vill sdga att det gar att hirleda med naturlig deduktion att fran premissen
pV q foljer p & q.



Detta ar naturligtvis inte sant for alla p och q. Exempelvis sa gar det ju inte
att hirleda VaFz & (B — A) fran VaFx vV (B — A). Alltsd dr pastdendet
T (VxFz,B — A) falskt.

Daremot finns det vissa fall d& Jpq &r sant, exempelvis r ju 7 (A, A) sant.
Det dr ju en enkel match att visa att AV AF A & A, eller hur?

Alltsa géller i detta fall att
det finns sentenser p och ¢ sddana att .7 pq

medan
det &r inte s& att for alla sentenser p och ¢ géller T pq.

9 Ekvivalensrelationer. Nu nir vi vet vad en relation mellan sentenser &r
kan vi ocksd underscka om dessa relationer ar reflexiva, symmetriska eller tran-
sitiva.

10 Definition. Lat & vara en relation mellan sentenser.

1. Om Zpp giller for alla sentenser p si sdgs # vara refleriv.

2. Antag att om Zpq galler sa galler d&ven Zqp, for alla sentenser p och gq.
Da ségs # vara symmetrisk.

3. Antag, for alla sentenser p,q och r, att om %Zpq och Zqr giller sa giller
dven Zpr. Da sigs Z vara transitiv.

4. Om Z ar reflexiv, symmetrisk och transitiv sa sigs # vara en ekvivalens-

relation.

11 Anmaérkning. Om man exempelvis ska visa att en relation % inte ar sym-
metrisk ska man alltsd hitta specifika sentenser p och ¢ sddana att pastaendet
Yom Zpq sd Zqp” ar falskt, det vill sdga sddana att Zpq ar sant medan Zqp ar
falskt.
12 Exempel. Lat relationen & definieras av att

Xpq Dbetyder att  pFE ~q.
Avgor om relationen Z &r reflexiv, symmetrisk och/eller transitiv.

Lésning: Relationen Z ar inte reflexiv eftersom om vi later p vara sentensen
A & ~ A sa finns det ju ingen tolkning i vilken p &r sann. I synnerhet finns det
ingen tolkning i vilken p &r sann medan ~p &r falsk. Darmed ar det inte s att
p ¥ ~p. Alltsa finns en sentens p sddan att Zpp inte géller.

Vidare, tag godtyckliga sentenser p och ¢ och antag att Zpq, det vill sidga att
pFE ~q.

Det betyder att det finns en tolkning i vilken p dr sann medan ~ q &r falsk. Det
foljer att ~ p &r falsk och att ¢ &r sann i denna tolkning. Alltsd finns det en
tolkning som gor ¢ sann men ~p falsk. Det betyder att

q¥ ~p



géller, det vill sdga att Zqp. Nu har vi alltsé visat pastédendet
om Zpq s& Zqp,

och eftersom p och ¢ var godtyckliga s& giller detta for alla p och g. Alltsa &r
relationen & symmetrisk.

Till sist, lat p vara sentensen A, ¢ vara sentensen VaxFz och r vara sentensen
~ A. Betrakta forst tolkningen

D ={a}
Ext(F) = {a}
A : sann.

I denna tolkning &r p sann medan ~ ¢ &r falsk. Alltsa giller p ¥ ~ ¢, det vill
sdga Zpq. I tolkningen
D ={a}
Ext(F) = {a}
A : falsk

dr ¢ sann medan ~ r ar falsk. Alltsa giller ¢ ¥ ~r, det vill sdga Zqr. Men
daremot giller inte A ¥ ~~A, eftersom det ju ar sa att A F ~~A. Alltsa giller
inte Zpr. Alltsa finns sentenser p, ¢ och r sddana att Zpq och Zqr giller, men
inte Zpr. Alltsa ar relationen Z inte transitiv.

13 Exempel. Lat relationen . definieras av att .”pq betyder
EpVg eller Epeag.

Avgor om .7 &r en reflexiv, symmetrisk och/eller transitiv.

Lésning: Tag en godtyckliga sentens p. Eftersom p < p &r sant i alla tolkningar,
s& ar pastaendet .“pp sant. Eftersom p var godtycklig s galler detta for alla
sentenser p. Alltsa ar . reflexiv.

Vidare, tag godtyckliga sentenser p och ¢, och antag att .#pq galler. D4 har vi
att
FpVaq

eller att
Epegq

I fallet att F p V ¢ &r sant har vi att p V ¢ dr sant i alla tolkningar. D3 géller
ocksa att ¢ V p dr sant i alla tolkningar, eftersom pV ¢ ar logiskt ekvivalent med
q V p. Alltsa giller F p V g och i synnerhet att .”¢p ar sant i detta fall.

I det andra fallet, det vill siga att E p <« ¢ foljer pd samma sdtt att £ ¢ < p,
och i synnerhet att . qp.

I bada fallen har vi alltsé att .#qp, och det betyder att vi har visat pastdendet
om . pq sd L qp.

Eftersom p och ¢ var godtyckliga s giller detta for alla sentenser p och ¢. Alltsa
ir . symmetrisk.



Till sist, 1at
p vara sentensen VzQz,
q vara sentensen AV ~A

och
r  vara sentensen JyFy.

Eftersom ¢ &r sann i alla tolkningar sa ar bade pVq och ¢Vr sant i alla tolkningar.
Vi har alltsé att E pV q och att F ¢V r. Det foljer att .pq och .#qr bada giller.

Lat oss nu visa att .“pr inte giller. I exempelvis tolkningen

D ={a, 5}
Ext(F) =10
Bxt(Q) = {a}

A sann

ar varken VxQz eller 3y Fy sanna. Alltsé finns det minst en tolkning dér p V r
ar falskt. Alltsa géller inte = p V r.

Vi har dven att F p < r dr falskt eftersom det finns en tolkning, exempelvis

D ={a, 5}
Ext(F) = {a}
Bxt(Q) = {a}

A sann

dér p, det vill séga sentensen VxQx, ar falsk, medan r, det vill sdga sentensen
JyFy, ar sann.

Alltsa har vi visat att bade F pV r och F p < r &r falska. Det betyder att .“pr
ar falskt. Alltsa finns sentenser p, ¢ och r sddana att .“pg och Lqr ar sanna
medan .pr ar falskt. Alltsd &r . inte transitiv.



Ovningsuppgifter

1. Lat relationen .¥ definieras av att .“pq betyder att p ¥ ¢ for sentenser p
och ¢. Avgor om . &r reflexiv, symmetrisk och/eller transitiv.

2. Lat relationen .7 definieras av att Jpq betyder att pV ¢ - p & ¢ for
sentenser p och ¢. Avgdr om .7 &r reflexiv, symmetrisk och/eller transitiv.

Losningar till 6vningsuppgifter

1. Lat p vara sentensen AV B (exempelvis). Det &r ju klart att AVBE AV B.
Alltsa giller inte p ¥ p for detta val av p. Alltsa finns det (minst) en sentens
p sddan att Spp inte giller. Det betyder att .% inte ar reflexiv.

Lat aterigen p vara sentensen AV B och ¢ vara sentensen A. Vi har ju att
AV BEA

eftersom tolkningen
A :falsk B :sann

gbr premissen sann, men slutsatsen falsk. Alltsé galler . pq for detta val
av p och ¢g. Diaremot giller

AE AV B.

Detta ar sjalvklart (och kan l4tt visas med naturlig deduktion — 2 rader).
Alltsa géller inte . gp. Detta betyder att det finns sentenser p och ¢ sdidana
att .“pq galler, men inte .“qp. Alltsd dr . inte symmetrisk.

Till sist, 14t p vara sentensen VxF'z, q vara sentensen dyGy och r vara
sentensen Vz F'z. Det r nu latt att visa foljande

VeFzx ¥ JyGy
JyGy ¥ Ve Fx
VeFzx EVeFr.

Observera att den sista raden skiljer sig fran 6vriga eftersom den innehaller
E istallet for . Alltsa giller . pq och ¥ qr men inte .“pr for detta val
av p,q och r. Alltsa finns sentenser p,q och r sddana att .“pq och Fqr
géller men inte .#pr. Det betyder att r inte &r transitiv. Observera att vi
lika gidrna kunde ha latit p vara sentensen A, ¢ vara sentensen B, och r
vara sentensen A.

2. Tag en godtycklig sentens p. Lat oss visa att pVp F p & p. Detta visas pa
foljande satt:
p  premiss
antagande

antagande
p&kp 44 &1
16)p&p 1,2,345VE

Alltsa galler T pp, for alla sentenser p. Det betyder att .7 ar reflexiv.



Vidare, 14t p och ¢ var godtyckliga sentenser. Antag att 7 pq, det vill sdga
att pV g+ p & ¢. Alltsa finns ett bevis i naturlig deduktion med pV g som
premiss och p & ¢ som slutsats. Hur beviset ser ut vet vi inte, men det ar
klart att vi kan gora ett nytt bevis for ¢ V p - ¢ & p enligt f6ljande:

1 (1) gVvp premiss

2 (2) |q antagande

2 (3) |[pVyq 2 VI

4 (4) |p antagande

4 (5) |pVyq 4 VI

1 (6) pVgq 1,2,3,4,5 VE
(Gammalt bevis for pV ¢+ p & q)

I (n)p&yq

1(n+1)p n &E

1(n+2)g n &E

1(n+3)q&p n+2,n+1 &I

Alltsd galler 7 ¢p. Detta betyder att .7 ar symmetrisk.

Till sist, 18t p, ¢ och r vara godtyckliga sentenser, och antag att 7 pq och
att 7 qr. Det betyder att vi har naturliga deduktionsbevis for pVq - p & ¢
och ¢V rF q& r. Lat oss nu visa att T pr, det vill sdga att pVvVr - p & r:

[\V]

) pvr premiss
2 [p antagande
(3) |pVyq 2 VI
(Beviset for pV gt p & q)
(n) |p&yq
(n+1) |q n &E
n+2) [qVvr n+1 VI
(Beviset for gV q & 1)
(m) |q&r
(m+1) |r m &E
(m+2) |[p&r 2,m+1 &1
3(m+3) [r antagande
3(m+4) |gVvr m+3 VI

(Beviset for gV q& 1)

m+ 3 (k) |g&r

m+3 (k+1) | ¢ k&E
m+3 (k+2) |pVyg k+1 VI
(Beviset for p V¢ p & q)
m+3 (J) |p&q
m+3 (G+1) |p j&E
m+3 (j+2) [p&r jhlm3 &l
1 (J+3)p&r 1L,2m+2m+3,j+2VE

Alltsa géller .7 pr och eftersom p, ¢ och r var godtyckliga si betyder detta
att .7 ar transitiv.



