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KOMPLETTERINGSMATERIAL TILL KURSEN 5B1928 LOGIK FOR D1:

K3 Om andra ordningens predikatlogik

Vi presenterar pa dessa sidor kortfattat andra ordningens predikatlogik,
vilket &r en utvidgning av forsta ordningens logik (som vi hittills studerat).
Vi kommer att finna att denna utvidgning vasentligt andrar systemets egen-
skaper, bland annat galler inte kompakthetssatsen langre och det finns
inte nagot sunt och fullstandigt harledningssystem for andra ordnin-
gens predikatlogik.

Da man gar fran satslogik (som i detta sammanhang kan kallas "nollte ordnin-
gens predikatlogik”) till férsta ordningens predikatlogik, far man maéjlighet att
"tala om” individer och att uttrycka att ett pastaende géller for nagon individ
eller for alla individer (dvs element i doménen for en given tolkning). Andra
ordningens logik behovs om man skall uttrycka att nagot géller for nagon eller
alla egenskaper eller relationer.
I forsta ordningens logik kan man till exempel uttrycka foljande:
"Kalle ar snall”, Sk,
”Kalle ar snall och Pelle ar snall”, Sk & Sp,
7 Alla ar snélla”, Va S,
och
”Det finns minst tva som &r snélla och en som inte ar snall”,

dr Jy (Sx & Sy & x # y) & Jz ~ Sz,
men inte
"Det finns en egenskap som bade Kalle och Pelle har”.

For att uttrycka den senaste meningen behovs en variabel som tar egenskaper
(dvs predikat) som varden. Vi kommer att anvinda XY, ... for sadana vari-
abler och uttrycka den sista meningen som 3X (Xk & Xp).

Denna sentens ar i sjalva verket logiskt giltig. En mojlig egenskap &ar ju ”att
vara Kalle eller Pelle” (eller en egenskap som alla har).
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Vi presenterar nu kort de modifikationer som behovs for att ga fran forsta till
andra ordningens predikatlogik.

Syntax

Nya i lexikon &r predikatvariabler (vilka egentligen borde vara olika for olika
stallighet hos predikaten, men vi later det framga av sammanhanget — om det
star Xa ar X en enstallig predikatvariabel och om det star X ab ar den tvastallig
etc.), och dessutom funktionsvariabler (vi kommer att anvénda w,v,... for
funktionsvariabler, aterigen framgar stalligheten av sammanhanget).
Reglerna for att bilda vélformade uttryck (wff-ar) &r som i forsta ordnin-
gens logik och predikatvariabler och funktionsvariabler kan sta i samma po-
sitioner som predikatkonstanter respektive funktionskonstanter. Vidare ar
VX¢,3X @, Vugp, Jugp wit-ar om ¢ ar det.

En sentens ar som i forsta ordningens logik en wff utan fria variabler (av nagot

slag).

Semantik

En tolkning ges som i forsta ordningens logik av en domén (individerna) och
extensioner for ingaende predikat(konstanter) och referenter for (de konstanta)
funktionerna.

Nya regler for att bestdmma sanningsvérden for sentenser i en given tolkning
géller kvantifiering 6ver predikat och funktioner. Sentensen V.X ¢ ar sann omm
¢, den sentens som fas om alla X i ¢ som binds av den givna kvantifikatorn
ersitts av predikatet F', ar sann for alla predikat av réatt stallighet pa doménen.
Om doménen till exempel har tva element, D = {a, 3} och X &r en enstillig
predikatsvariabel, skall fyra olika F' provas, Ext(F') = &, {a}, {8}, {«, 5}. Pa
motsvarande sitt ir 3X ¢ sann precis om ¢7 dr sann for ndgot sadant F.

Dessutom ar Vu ¢ och Ju ¢ sanna om motsvarande ¢} ar sann for alla respektive
nagon funktion f fran D™ till D, dar n ar stalligheten for funktionsvariabeln w.

Den ovan kortfattat beskrivna semantiken géller den sa kallade standardvarianten
av andra ordningens logik. Det finns ocksa alternativ, dar det ingar i tolkningen vilka
predikat respektive funktioner F' och f ovan kan vara, dvs predikat och funktioner
far egna doméner. Detta liknar mer forsta ordningens logik, och med en sadan tolkn-
ing blir andra ordningens logik inte starkare &n forsta ordningens. I fortsattningen
behandlar vi bara standardvarianten av andra ordningens logik.

[ andra ordningens logik brukar man ocksa tillata predikat som ar definierade

pa predikat av given stallighet, s.k. predikat av andra ordningen.

Med dessa kan man uttrycka sadant som

7 Alla bra egenskaper som nagon krokodil har, har alla flodhédstar ocksa”,
VX (B(X)— (Fz (Kz & Xx) =V (Fr— Xx))).

Hér ar B ett predikat av andra ordningen, dvs det &r definierat for (enstélliga)

predikat.

Vi kommer har inte att behova andra ordningens predikat.



Exempel 1:

Sentensen

VX Va JuVy (X 2y — Ru(z)u(y))

ar sann i tolkningen

D =A{a,8,7}, Ext(R) ={(a,q),(o,0),(3,7)}

ty for ett godtyckligt enstalligt predikat F' och individkonstant d kan vi lata
funktionen f ges av

om Fdd géller: f(d) = a och 6vriga f(e) = b om Fde géller och = ¢ annars,
om Fdd inte géller: f(d) = b och 6vriga f(e) = ¢ om Fde géller, = a annars.
Da ar for alla F' och alla d Fde <« Rf(d)f(e) sann for alla e (tdnk efter!), sa
den givna sentensen ar sann.

Exempel 2: en definition av likhet

I forsta ordningens predikatlogik var vi tvungna att infora likhetssymbolen =
som ett eget logiskt predikat, men i andra ordningens logik kan man definiera
likhet. Sentensen

a=b-VX (Xa— XD).
ar namligen logiskt giltig, dvs sann i alla tolkningar.
Om a = b galler, galler ju ocksa Fa — Fb for alla enstalliga predikat F' och
dérmed VX (Xa— XD).
Om a andra sidan VX (Xa— X0b) géller, giller speciellt Fa— Fb dar F tolkas
som det enstélliga predikat som goér Fz sant precis om a = z, sa a = b (Fa
sant ger att F'b ar sant, dvs a = b).
Sa a = b &r sann i en tolkning precis om VX (Xa— Xb) ar det, och den givna
sentensen ar sann i alla tolkningar, dvs logiskt giltig.
Man kan alltsa definiera a = b till att betyda VX (Xa— Xb).

Exempel 3: axiom for aritmetiken utan icke-standardmodeller

Om man i Peanos axiom ersétter axiomschemat P7 med ett axiom P7’ (en
viss sentens i andra ordningens logik), kan man fa ett axiomsystem vars alla
modeller (vésentligen) ar N, de naturliga talen.

Lat ndmligen P7’ vara sentensen

VX (X0 &V (Xoe— XS(x)))— Ve Xx).

P7" uttrycker induktionsaxiomet, att om en egenskap galler for 0 och vidare
for S(a) om den géller for a, sa géller den for alla naturliga tal. Skillnaden
mot axiomschemat P7 ar att vi nu kan uttala oss om alla egenskaper, inte
bara dem som kan uttryckas med det givna spraket.

Genom att i en modell for P1-P6 och P7’ 1ata Fla vara sann precis om nagon av
a=0,a=5(0),a=S(5(0)),..., ser man att alla sadana modeller (vésentligen)
ar N — icke-standardmodellerna har forsvunnit!

Ur detta foljer:

kompakthetssatsen galler inte i andra ordningens logik.

Om den gjorde det skulle man ju som i avsnittet om kompakthetssatsen kunna
visa att det finns icke-standardmodeller till P1-P6 och P7’.

Men for att visa kompakthetssatsen behovde vi bara att det fanns ett sunt och
fullstandigt harledningssystem, sa:

Det finns inget sunt och fullstandigt harledningssystem for andra
ordningens predikatlogik.

I debatten har den senare egenskapen hos andra ordningens logik setts som en
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avgorande svaghet, ”man kan inte bevisa allt som géller”. A andra sidan ut-
trycker val P7’ battre &n P7 var intuitiva uppfattning om induktionsaxiomet,
vilket skulle tala for att anvanda andra ordningens logik i matematiken, lik-
som det faktum att vi i motsats till i forsta ordningens logik kan beskriva de
naturliga talen (liksom de reella talen) entydigt med ett &ndligt antal axiom.

Ovningar

1. Sentensen (i forsta ordningens logik) 3z Fx & Jx ~ Fx dr forstas satisfier-
bar.

Foljer det att sentensen (i andra ordningens logik) 3X (3x Xz & 3z ~ Xz) &r
logiskt giltig?

2. Visa att sentensen 3.X ~JzVy (Xz < Rxy) ar logiskt giltig.

3. Vad sager sentensen
Vur (Ve Vy (u(z) = u(y) —z = y) & 3o Vy (uly) # ),

dvs i vilka tolkningar ar den sann?



Svar till 6vningarna

1. Nej, det foljer inte.

Att dz Fx & dz ~ Fx ar satisfierbar betyder att det finns en tolkning, dvs en
domén D och Ext(F') C D, som ger sentensen sanningsvérdet 1.

Att 3X (Jz Xz & Jr ~ Xz) vore logiskt giltig skulle betyda att den hade
sanningsvardet 1 i alla tolkningar, dvs for alla D skulle man kunna finna en
Ext(F) C D som gave den forsta sentensen sanningsvirdet 1. Om D = {a}
kan man inte det, 3X (Jz Xa & 3z ~ Xx) har i den tolkningen sanningsvérdet
0.

2. Att sentensen 3X ~ JxVy (Xz < Rxy) ar logiskt giltig betyder precis att
for varje tolkning (dvs for varje val av domén D och Ext(R) C D?) finns
Ext(F) C D sa att ~ 3z Vy (Fr <> Rry) har sanningsvirdet 1, dvs sa att
VaJy ~(Fx«< Rxy) har sanningsvérdet 1.

Vilj, for givet Ext(R), Ext(F) = {z € D | (z,z) ¢ Ext(R)}, dvs sa att
Vo ~ (Fz < Rzxx) &r sann. Den 6nskade Vr 3y ~ (Fa < Rzxy) blir da sann
(for varje x, vélj y = x) och saken é&r klar.

3. Sentensen Yu~ (Va Vy (u(z) = u(y) —x = y) & Iz Vy (u(y) # x)) dr sann
precis om det inte finns nagon funktion f : D — D som é&r en-entydig (dvs
olika element avbildas pa olika) men inte pa (dvs inte alla element &r bilder av
nagot).

Om D é&r andlig ar sentensen sann, ty varje en-entydig funktion pa en dndlig
méngd ar pa (om inga olika element avbildas pa samma, maste elementen som
ar bilder av nagot vara lika manga som elementen i mangden, dvs alla element
maste vara bilder.)

Om a andra sidan D ar oandlig, kan vi ta en oandlig foljd ag, aq, as,--- € D
och lata f ges av f(a;) = oy 41 och f(3) = 3 for 6vriga § € D. Den funktionen
ar en-entydig, men inte pa, sa sentensen ar falsk om D ar odndlig.

Sentensen ”sager” alltsa precis att doméanen ér édndlig. Enligt K2 foljer ur kom-
pakthetssatsen att det inte finns nagon sentens i férsta ordningens predikat-
logik som sager det.



