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Hypotesprévning

Vi ska idag ta fram metoder fér hypotesprévning, dvs att med matematiska metoder
avgora om en uppstélld hypotes stods av de givna observationerna eller ej. Vi beskriver nu
den generella metodiken och illustrerar parallellt med ett exempel.

Lat z = (21, ...,x,) vara ett stickprov som &r ett utfall av en s.v. X = (X3, ..., X,,) vars
fordelning beror av en okénd parameter 6. Vi vill testa en grundhypotes eller nollhypotes H,
om virdet pa parametern 0, exempelvis 8 = 6y, mot en alternativ hypotes eller mothypotes
H, om 6:s viarde. Mothypotesen kan vara av foljande slag:

H,:0=0; enkel

H,:0 >0, sammansatt, ensidig
H,:0 <6, sammansatt, ensidig
H,:0+# 0, sammansatt, tvasidig

Vi antar att nollhypotesen Hy &r sann och med hjilp av informationen i stickprovet x
kommer vi antingen att kunna férkasta Hj eller inte kunna forkasta H,. Notera att
"forkasta Hy” inte med sdkerhet innebér att Hy ar falsk och att ”inte kunna forkasta H”
inte med sdkerhet innebér att Hy dr sann.

Exempel. En person siger sig kunna paverka utgangen vid slantsingling sa att det gdller
att p = P(krona) > 1/2. For att testa om personen har fog for sitt pastaende staller vi upp
en nollhypotes Hy som lyder

Hy:p=1/2 (personen kan inte paverka utgangen vid slantsingling).

och var mothypotes blir Hy : p > 1/2 (personen kan paverka utgangen vid slantsingling sa
att det oftare blir krona dn klave).

For att testa nollhypotesen Hj definierar vi en testvariabel t.,,, = t(z) som dr en
observation av motsvarande stickprovsvariabel #(X). Till testvariabeln bestdmmer vi ett
kritiskt omrade C och vart hypotestest utformas som

"Om to,s € C, sa forkastas Hy.”
"Om tops ¢ C, sa forkastas inte Hy.”



Det kritiska omradet viiljs sa att
P(H, forkastas|Hy &r sann) = P(¢(X) € C|Hy ar sann) = «,

for nagon forutbestdmd felrisk (eller signifikansniva) «. Vanliga véirden pa a ar 5%, 1%
och 0.1%.

Exempel. Om personen vid ett antal slantsinglingar far krona tillrickligt manga ganger, sa
dr vi beredda att tro hens pastaende, dvs att forkasta nollhypotesen. Vi antar nu att personen
utfor 20 slantsinglingar och later x beteckna antalet ganger som wutfallet dr krona. x dr en
observation av X € Bin(20,p). Vi antar att nollhypotesen dr sann, sa X € Bin(20,1/2).
Var testvariabel dr i detta fall t(x) = x och det kritiska omradet har formen C' = {a, ..., 20}
for nagot heltal a. Det kritiska omradet ska uppfylla

a=Pt(X)eC)=PX >a),

sa vi undersoker P(X > a) for nagra olika virden pa a. Med hjilp av sannolikhetsfunktionen

for binomialférdelningen, px (k) = (zk()) (%)20, far vi

a | 20 19 18 17 16 15 14
P(X >a)|95-1077 2.0-107° 2.0-10~* 0.0013 0.0059 0.0207 0.0577

Om felrisken ska vara hogst 5%, sa bor vi vilja a = 15, dvs forkasta nollhypotesen om
personen far krona minst 15 ganger av 20. Den faktiska felrisken blir da 2.1%.

Formen pa det kritiska omradet beror pa valet av mothypotes. Om mothypotesen i
slantsinglingsexemplet hade varit H; : p # 1/2, sa hade det kritiska omradet haft formen
C ={0,...,a} U{20 —a, ..., 20}, dvs vi hade forkastat nollhypotesen bade om det hade blivit
ovantat manga krona och om det hade blivit ovantat manga klave.

Vi arbetar ofta med flera olika signifikansnivaer samtidigt. Med signifikant™ menas att
ett test har felrisk mellan 1% och 5%, dvs. resultatet &r signifikant pa 5%-nivan, men inte pa
1%-nivan, sasom i ovanstaende exempel. Pa liknande sitt innebér signifikant™ att ett test
har en felrisk mellan 0.1% och 1% och signifikant™* att ett test har en felrisk under 0.1%.

Istallet for att bestamma ett kritiskt omrade C for testvariabeln ¢, sa kan vi basera ett
hypotestest pa det sa kallade p-véirdet, som &r ett matt pa hur orimligt stickprovet x &r
givet nollhypotesen Hy. Om p-virdet dr mindre dn den givna felrisken «, sa forkastar vi H.

Definition. p-vdrdet definieras som P(t(X) dr minst lika extremt som t(x)|Hy dr sann).

Exempel. I slantsinglingsexemplet dr p-vardet for x = 15 lika med P(X > 15) = 0.0207 <
0.05, sa pa signifikansnivan 5% sa forkastar vi Hy om minst 15 av de 20 slantsinglingarna
resulterar i krona.

Precis som for det kritiska omradet, sa beror p-vdrdet pa valet av mothypotes. Om mothy-
potesen hade varit Hy : p # 1/2, sa hade p-virdet for x = 15, varit P(X > 15)+P(X <5) =
0.0207 + 0.0207 = 0.0414. Aven i detta fall hade vi dock forkastat Hy pd signifikansnivdn
5%.

Vi tar ytterligare ett exempel pa hypotestest med hjilp av p-vérde.
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Exempel. [ riksdagsvalet 2014 fick Moderaterna 23.3% av résterna. I SCB:s partisympa-
tiundersékning fran i november i ar svarade 1047 av n = 4715 svarande (22.2%) att de
skulle rosta pa Moderaterna om det var val nu. Vi vill testa om andelen M-sympatisérer p i
populationen minskat sedan valet 2014. Lat

Hy : p =0.233 (Oférdndrad andel M-sympatisorer)

H, : p <0.233 (Minskad andel M-sympatisirer)

Om Hy dr sann, sa dr antalet personer som 1 SCB-undersékningen svarade att de skulle
rosta pa M ett utfall av en Hyp(N,n,p)-fordelad s.v. X, dir N dr antalet personer som dr
rostberdttigade i det svenska riksdagsvalet, n = 4715 dr antalet svarande och p = 0.233 dr
andelen M-sympatisérer under nollhypotesen. Eftersom N > n, sa dr X ~ Bin(n,p) och
eftersom np(1 — p) = 843 > 10, sa dr X ~ N(np, \/np(1 — p)). p-vdirdet for det observerade
antalet M-vdljare dr ddirmed

X —np < 1047 — np > B (I)(1047 — 1098.6
n 29.03

P(X <1047) = P<\/np(1 —p)  /np(l—p)
———

€N(0,1)

) — §(—1.78) = 0.038,

sa vi forkastar Hy pa signifikansnivan 0.038. Antalet M-sympatisorer har minskat och resul-
tatet dr signifikant”.

Vi kan ocksa anvénda konfidensintervall for att utfora hypotespréovning. For nollhypote-
sen Hy : 6 = 0y och felrisken «, sa bestdmmer vi i sa fall ett konfidensintervall I, for # med
konfidensgrad 1 — a. Om mothypotesen ar tvasidig, dvs 6 # 6y, sa viljer vi ett tvasidigt
konfidensintervall, men om mothypotesen &r ensidig, sa ska konfidensintervallet vara ensidigt
(Hy : 6 > 0y motsvarar Iy = (a,00)). Vi forkastar Hy om 6y ¢ Iy, eftersom det giller att

P(H, forkastas|Hy ar sann) = P(0y ¢ Ig|Hp ar sann) = 1 — P(0y € Iy| Hy &r sann)
= 1-(1-a)=a

Exempel. Latx = (x1, ..., z,) vara ett stickprov som dr ett utfall av en s.v. X = (Xq, ..., X,),
dir X; € N(u,o) for okinda p och o. Vi vill testa nollhypotesen Hy : p = po mot mot-
hypotesen Hy : p > pg. Eftersom mothypotesen dr ensidig, sa bestammer vi ett ensidigt
konfidensintervall for p med konfidensgrad 1 — «. En lamplig testvariabel dr

ﬂXﬁféigeﬂn—U,

och med hjilp av t-fordelningens kvantiler fas

P<%<ta(n—1)>:l—a = P(7—u<ta(n—1)%>:1—a
= P<7—ta(n—1)%<,u>:1—a

= @:(f—mm—n



Vi forkastar nollhypotesen Hy om po ¢ 1, dvs om pig < T —to(n —1)s/y/n. Med andra ord
forkastar vi nollhypotesen om

7 to(n — 1)—
T > pio + ta(n )ﬁ,
dvs. om punktskattningen T av p blir tillrdckligt mycket stérre dn det vdrdet pg som nollhy-
potesen anger.
Om mothypotesen istillet hade varit Hy : pu # g, sa hade vi anvdnt ett tvasidigt konfi-
densintervall for p, dvs.

s s
e ettt
Vi hade i detta fall forkastat nollhypotesen om g > T + tos2(n — 1)s/\/n eller om py <
T —toa(n —1)s/\/n. Med andra ord hade vi forkastat nollhypotesen om

5
T — > tap(n—1)—,
7= ol > fegaln = 1) -

dvs. om punktskattningen T av p avviker tillrackligt mycket (i positiv eller negativ riktning)

fran det virdet g som nollhypotesen anger.

Notera att de tre metoderna for hypotestester som vi har beskrivit idag alltid ger samma
slutsats om nollhypotesen Hj.



