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Introduktion till sannolikhetsteori och statistikteori

Amnet matematisk statistik som denna kurs ger en introduktion till har manga anvindnings-
omraden. Matematisk statistik behovs for att gora opinionsundersokningar och véaderprog-
noser, for att analysera resultatet i lakemedelstester, for att bestimma priset pa optioner
och for att gora kvalitetskontroller av en tillverkningsprocess med mera. Den matematiska
statistiken har tva delar: sannolikhetsteori och statistikteori.

Forsta halvan av kursen &dgnas at sannolikhetsteori och vi kommer strax att borja stu-
dera denna ifran grunden, men vi borjar med en kort diskussion av statistikteori, vilket
andra halvan av kursen édgnas at. Statistikteori handlar om att analysera slumpméssiga
datamingder med matematiska metoder. Sag att vi har gjort ett antal métningar av en
fysikalisk konstant. Naturliga fragestéllningar &r da exempelvis:

1. Vilket véarde pa konstanten stammer bést 6verens med datat? Detta ar ett exempel pa
punktskattning (kapitel 11).

2. Ange ett intervall som med 95% sannolikhet innehaller det korrekta virdet pa kon-
stanten? Detta dr ett exempel pa ett konfidensintervall (kapitel 12).

3. Kan vi med 99% sannolikhet utesluta att konstanten &r noll? Detta dr ett exempel pa
hypotesprévning (kapitel 13).

Ett viktigt moment i analysen av dataméngder &r att visualisera datat, sa kallad deskrip-
tiv statistik. Vi demonstrerar detta med hjélp av datafilen birth.dat pa kurshemsidan som
innehaller fodelsevikten (avrundad till ndrmaste tiotal gram) hos n = 747 nyfodda spéadbarn.
Denna datafil kommer dven att anviandas i datorlaboration 2. Datat dr ogrupperat, och ser
ut som foljer

3050, 3180, 3880, 2750, 4040, 2990, 3100, 2900, 3200, ..., 3670.

Om vi bestammer de absoluta frekvenserna f; for de olika forekommande fodelsevikterna
y; eller de relativa frekvenserna p; = f;/n, sa far vi grupperade data som kan askadliggoras
i en frekvenstabell och/eller ett stolpdiagram.



vi | fi
3500 | 11
3510 | 7
3520 | 4
3530 | 8
3540 | 4
3550 | 7

i

250 750 1250 1750 2250 2750 3260 3750 4250 4750 5250 5750

Eftersom y; kan anta manga olika virden &r det praktiskt att dela in datat i klasser och
gora ett histogram dér héjden av varje stapel ar proportionell mot totala frekvensen for
vikterna i klassen.

Det &r ofta av intresse att bestdmma ett ”genomsnittligt varde” eller ett lagesmatt
for en dataméingd. Det vanligaste valet av ligesmatt &r (aritmetiska) medelvirdet. Om
X1, T, ..., T, betecknar observationerna sa ges medelvérdet av

I exemplet ovan ar medelvirdet & = 3.40 kg. Det dr dven intressant att veta hur mycket datat
varierar, dvs att bestdmma ett spridningsmatt for datat. De vanligaste spridningsmatten
ar variansen och standardavvikelsen som ges av

1 ~ 1
s* = Z(xz —7)* respektive s= Z(% — z)2

n—14 ’
i=1 =1

I exemplet ovan &r standardavikelsen s = 0.57 kg.

Sannolikhetsteorins grunder

Sannolikhetsteori handlar om att formulera och analysera slumpmodeller, dvs matema-
tiska modeller som, till skillnad fran deterministiska modeller, innehaller nagon form av
slumpmassighet. Fran en slumpmodell kan vi aldrig dra helt sdkra slutsatser utan bara ut-
tala oss i termer av sannolikheten for att olika héndelser intréffar, exempelvis att en tarning
visar sex vid tio tdrningskast i rad eller att det sndar i Stockholm i morgon. En slumpmo-
dell kan anvéindas for att beskriva ett slumpforsok, dvs ett forsok déir resultatet inte kan
bestdmmas pa forhand utan varierar fran gang till gang. Vi inleder med tre definitoner.

Definition. Resultatet av ett slumpforsok kallas for ett utfall (betecknas w).
Definition. Mdngden av alla mdjliga utfall kallas for utfallsrummet (betecknas ).

Definition. En hdndelse (betecknas A, B, ...) dr en mdngd av utfall, dvs A C €.



Exempel. Ftt triningskast med en sexsidig tdrning dr ett exempel pa ett slumpforsok. Utfal-
len w for slumpforsoket dar i detta fall antalet prickar som kommer upp vid tdarningskastet och
utfallsrummet dr Q = {1,2,3,4,5,6}. Ett exempel pa en hindelse A for detta slumpfirsok
ar A = "udda antal prickar” = {1,3,5}.

Eftersom héndelser dr delméngder av ett utfallsrum, sa kan vi anvinda méngdoperationer
sasom snitt, union och komplement for att uttrycka nya héndelser och vi kan &ven visualisera
héndelser med hjilp av Venndiagram. Om exempelvis A = {1,3,5} och B = {4,5,6}, sa
ar handelsen AN B = {5}. Om tva héindelser inte kan intriaffa samtidigt, sa sigs de vara
disjunkta.

Inom sannolikhetsteorin &r vi intresserade av att bestimma sannolikheten for att en
hiandelse intraffar. For fodelseviktdatat géller att 69% av de nyfédda hade en fodelsevikt pa
mellan 3 och 4 kg. Vi forvantar oss darfor att ett nyfott barn med ca 69% sannolikhet viger
mellan 3 och 4 kg. Denna sannolikhet bygger pa observationer (relativ frekvens). Om vi
tar med fler observationer (exempelvis alla nyfédda i Sverige 2017), sa kommer den relativa
frekvensen att variera men sa smaningom stabilisera sig pa en viss niva. For att undvika
svarigheten att bestdmma sannolikheter exakt fran relativa frekvenser, sa postulerar vi att
det till varje héndelse A finns ett tal P(A) som vi kallar for sannolikheten for A. Exempelvis
satter vi P("térningen visar sex prickar”) = 1/6. Vi viljer sannolikheten sa att den relativa
frekvensen for A hamnar mycket nira P(A) da antalet observationer dr mycket stort. Pa detta
sitt far vi en entydig definition av sannolikheter som inte beror pa empiriska observationer.
Kolmogorov tog 1933 fram féljande axiomsystem for sannolikheter.

Axiom. FEtt sannolikhetsmatt P dr en funktion av hdndelser sadan att
1. 0 <P(A) <1 for alla handelser A C Q.

2. P(Q) =1.
3. Om Ay, Ay, ... dr parvis disjunkta hindelser, sa gdller IP’( U Ai) = > P(A)
i=1 i=1

Notera att det sista villkoret implicerar att om AN B = (), dvs om A och B ér disjunkta
héndelser, sa giller P(AU B) = P(A) + P(B). Fran axiomen kan vi hérleda manga andra
rikneregler for sannolikheter. Exempelvis géller

1 = [Axiom 2] = P(f2) = [Definition av komplement| = P(A U A*)
= [Axiom 3, AN A" = 0] =P(A) + P(A"),

Detta bevisar foljande sats.



Sats (Komplementsatsen). For alla hindelser A gdiller P(A*) =1 —P(A).

En foljdsats till komplementsatsen &r att P(0) = P(2*) = 1 — P(Q2) = 0. Fran axiomen
kan vi ocksa visa foljande sats (se detaljer i boken).

Sats (Additionssatsen). For alla handelser A och B, sa gdller
P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).

Satsen inses intuitivt fran Venndiagrammet pa foregaende sida eftersom P(A) + P(B)
"maéater” héndelsen A N B dubbelt.

Antag nu att utfallsrummet €2 bestar av m mojliga utfall wy,ws, ..., w,, som alla &r li-
ka sannolika. Vi sitter da P(w;) = 1/m och séger att sannolikhetsmattet dr likformigt
(jfr. tdrningskast). Betrakta en hindelse A som intraffar for g av de mojliga utfallen. Enligt
den klassiska sannolikhetsdefinitionen giller det da att P(A) = g/m.

Kombinatorik anvinds ofta for att bestdmma antalet gynnsamma utfall g och antalet
mojliga utfall m. Exempelvis sdger multiplikationsprincipen att om det finns ny respek-
tive mo sétt att utfora atgéird ett respektive tva, sa kan bada atgidrderna utféras pa totalt
ning sitt. Vi inleder nésta foreldsning med att underscka fler metoder for att bestamma
antalet gynnsamma och maojliga utfall.



