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Sannolikhetsteorins grunder

Pa forra foreldsningen definierade vi utfall, hédndelser och sannolikhetsmatt. Vi avslutade
med likformiga sannolikhetsmatt dar sannolikheten for en hédndelse kunde bestdmmas som
kvoten av antalet gynnsamma utfall for hdndelsen ifraga och antalet mojliga utfall. For att
bestdmma antalet gynnsamma och antalet mojliga utfall &r det ofta anvéindbart att veta pa
hur manga sédtt man kan vélja ut k£ element ur en méangd av n olika element. Observera att
urvalet kan goras pa flera olika sétt.

1. Med aterliggning, med hinsyn till ordning: n*.
Vid var och en av de k£ dragningarna finns n element att vélja bland. Multiplikations-
principen ger dirmed att det totalt sitt finns n* valmojligheter.

2. Utan aterliaggning, med hinsyn till ordning: n(n — 1)(n —2)---(n —k+1) =
n!/(n — k).
Vid forsta dragningen, finns n element att vélja bland, vid andra dragningen n — 1
element osv.

3. Utan aterlidggning, utan hinsyn till ordning: (n+k'),k, = (2) (utldses "n over k)

De k kulorna som valts ut i fall 2 kan ordnas pa k! olika sétt, sa om hénsyn inte ska
tas till ordningen, sa maste antalet fall divideras med k!.

Vi tillampar dessa resultat pa en urnmodell som ar anvindbar inom kvalitetskontroll.

Exempel. Betrakta en urna som innehaller s svarta och v vita kulor. Kulorna far represen-
tera hela respektive defekta enheter i ett parti av nagon produkt. Vilken dr sannolikheten att
vi far | vita kulor vid dragning av m kulor (med respektive utan aterlaggning).

I fallet utan aterldggning rdknar vi utan hdnsyn till ordning. Antalet mdjliga fall och
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I fallet med aterliggning rdknar vi med hdnsyn till ordning. Antalet mdjliga och gynn-
samma fall dr

m
(s+v)™ respektive ( ] )vlsm_l,

ddr den forsta termen @ uttrycket for antalet gynnsamma fall motsvarar antalet sdtt att vilja
de | omgangar da vit kula vdiljs, andra termen motsvarar antalet sdtt att vilja | vita kulor
med aterldggning och tredje termen motsvarar antalet sdtt att vilja m — | svarta kulor med
aterlaggning. Sannolikheten att vi far | vita kulor dr alltsa
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Betingade sannolikheter

Betingade sannolikheter anvénds for att avgéra om vetskapen att en héndelse intréffat
paverkar sannolikheten for andra héndelser. Vi inleder med ett exempel.

Exempel. Av 10000 insamlade e-brev visar sig 6243 vara skrdppost och resterande ej skrdppost.
Féorekomsten av ordet ”free” i breven undersoks ocksa och vi far tabellen

spam ej spam

“free” | 5494 182 5676
7ej free” | 749 3575 4324
6243 3757 10000

Lat S wvara hdndelsen att ett e-brev dr skrdppost och lat F wvara hdndelsen att ett e-
brev innehaller ordet “free”. Vi ser att P(S) = 62%, men att sannolikheten for S givet att
F intrdffat dr 5494/5676 = 97%, dvs 97% av alla e-brev som innehaller ordet “free” dr

skrdppost.

Definition. Lat A och B wara tva hdandelser och antag att P(B) > 0. Den betingade
sannolikheten for A givet B betecknas P(A|B) och definieras som

P(AN B)

PIAIB) = 55

P(A|B) &r sannolikheten for A givet att B intréffat. Nar vi betingar pa B reduceras
utfallsrummet till B.

Sats (Lagen om total sannolikhet). Antag att hindelserna Hy, Ho, ..., H, dr parvis disjunkta

och att | ) H; = Q). Da gdller, for varje hindelse A, att
i=1

P(4) = 3 PAIH,)B(H))




Bevis. Satsen kan bevisas fran axiomen (se boken), men vi motiverar satsen fran Venndia-
grammet istéllet. Handelsen A kan delas upp i de parvis disjunkta héndelserna A N Hy,
ANH,,..,ANH,. Vi har

P(A) = ZP(A N H;) = [Definition av betingad sannolikhet] = ZP(A|HZ-)IP’(HZ-).
i=1 i=1

[l
De betingade sannolikheterna P(A|B) och P(B|A) ér relaterade till varandra enligt ett
samband som kallas Bayes sats. Per definition géller

P(AN B) P(BNA)
P(B) P(A)

P(A|B)P(B)

P(A|B) = PO

och P(BJA) = sa P(BJA) =

Sats. Under samma villkor som i lagen om total sannolikhet, sa gdiller

P(A|H;)P(H;)

;P(AIHDP(HD

P(H;|A) =

Vi illustrerar satsens anvindbarhet med ett exempel.

Exempel. Antag att 0.4% av befolkningen drabbas av en viss form av cancer. Ett diagnostiskt
test ger prositivt resultat i 99.5% av fallen om den som testas har cancerformen och i 1%
av fallen om den som testas inte har cancerformen (jfr. screening mot bréstcancer som dock
ar en mycket vanligare cancerform och som drabbar cirka 20% av alla svenska kvinnor). Vi
vill berdkna sannolikheten att en slumpmdssigt vald person som testar positivt verkligen har
cancerformen. Lat Ct och C~ beteckna hindelserna att personen har respektive inte har
cancerformen och lat T+ och T~ beteckna hindelserna att personen testar positivt respektive
negativt. Vi vet att P(CT) = 0.004, P(C~) = 0.996, P(T*|C*t) = 0.995 samt att P(TT|C™) =
0.01 och will bestamma P(CH|TT). Notera att C* och C~ dr disjunkta hindelser och att
CtuUC™ = Q. Bayes sats med Hy = C*, Hy =C~ och A=T" ger da att

P(T+|C*H)P(C) 0.995 - 0.004

(THCHP(CT) + P(THC)P(C) 0995 0.004 4 0.01-0096 _ 2%

B(CHT*) = 5

Screeningen ger upphov till onddig behandling i 71% av fallen. Ett bréstcancertest med samma
precision ger bara onddig behandling i 4% av fallen. Vi drar slutsatsen att screening dr
ineffektivt for ovanliga sjukdomar.



Oberoende hiandelser

Intuitivt ar tva hdndelser A och B oberoende om intriffandet av A inte ger nagon information
om huruvida B intréffat eller ej. Detta kan uttryckas i formler som

P(B|A) = P(B).

Vidare géller det, per definition, att P(B|A) = P(A N B)/P(A), sa foljande definition &r
naturlig

Definition. Twa hindelser A och B dr oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

Om A och B &r oberoende, sa ar dven A* och B, A och B* samt A* och B* oberoende.
Den forsta implikationen foljer av att
P(A*NB) = P(B)—P(ANB) = [A och B ir oberoende] = P(B) — P(A)P(B)
= P(B)(1-P(A)) =P(B)P(A").




