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Stokastiska variabler

Vi inleder dagens foreldsning med en defintion.

Definition. En stokastisk variabel (dven kallad slumpvariabel) X dr en funktion fran €2
till den reella tallinjen R.
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Av utrymmesskal kommer vi hddanefter att anvidnda beteckningen s.v. for stokastiska
variabler. En s.v. kopplar alltsa ett tal X (w) till varje utfall w av ett slumpforsok. Talet X (w)
skrivs oftast kortfattat som X och detta ar anledningen till att X benédmns stokastisk variabel
och inte stokastisk funktion. Stokastiska variabler kan vara diskreta eller kontinuerliga.

Exempel. For en enkitundersékning ddr godtyckligt valda personer far ange sin fodelsemanad
kan vi definiera en diskret s.v. X ddr varje utfall "januari”, ”februari”, "mars”, osv. mot-
svarar ett virde 1, 2, 3, osv. pa X. Om vi mdter livslingden hos glodlampor kan vi definiera

en kontinuerlig s.v. X for livslingden som antar vdrden pa intervallet (0,00).

I det andra exemplet ovan &r utfallen w redan numeriska viarden och da &r det naturligt
att definiera X som X (w) = w, varvid X ocksa antar numeriska virden, sasom Onskat.

Definition. En s.v. X sdgs vara diskret om den antar dndligt eller upprikneligt odndligt
antal olika virden. Virdemdangden kan skrivas ki, ks, .... For en diskret s.v. definieras san-
nolikhetsfunktionen px av

px(k) =P(X =Fk), fork=kky,..

Sannolikhetsfunktionen beskriver hur sannolika de olika véirdena pa X &r och kan askadlig-
goras med ett stolpdiagram med en stolpe for varje mojligt utfall. Oftast antar diskreta
s.v. heltalsvéirden och sannolikhetsfunktionen har da féljande egenskaper

1



0 S pX(k) S 17 for alla ka Z pX<k) = 17
k=—oc0

b a
Pla< X <b) =3 px(k), P(X <a)= > px(k):= Fx(a),
k=a k=—o0
Funktionen Fx kallas fordelningsfunktionen féor X och kommer att studeras ytterligare pa
foreldsning 4.

Exempel. Benfords lag beskriver hur forstasiffrorna i manga numeriska datamdangder (ex-
empelvis staders invanarantal, belopp i arsredovisning, fysikaliska konstanter) dr fordelade.
Lagen gdller sdrskilt om vdrdena varierar over manga storleksordningar och kan anvindas
for att testa om det dr troligt att siffrorna i en datamdngd har blivit manipulerade. Lat den
s.v. X beteckna forstasiffran for ett tal i en datamdngd som foljer Benfords lag. Sannolik-
hetsfunktionen for X dr da

k+1 )
px (k) = logy, (T) =logyo(k + 1) —logyo(k), fork=1,2.,9.
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Notera att px (k) > 0, ty logy, dr en vizande funktion, sa attlog,,(k + 1) > log,o(k) och
att

ZPX(k) = Z(IOglo(k + 1) —logyo(k)) = logy4(10) — logy(1) = 1,

k=1 k=1
ddr vi i den andra likheten anvdnt att summan dr en teleskopsumma ddr alla termer utom
forsta och sista termen tar ut varandra.

En kontinuerlig s.v. kan anta alla vérden i ett intervall pa R. Utfallen ligger odndligt tétt,
sa inget enskilt utfall har positiv sannolikhet. Vi kan dérfor inte definiera sannolikhetsfunk-
tionen som for diskreta s.v.

Definition. En s.v. X sdgs vara kontinuerlig om det existerar en icke-negativ funktion
fx sa att

P(X e A= / fx(x)dz  for alla mangder A € R.
A

Funktionen fx kallas for tdthetsfunktionen for X. Notera att [ fx(x)dz =1.
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Sannolikheten for en héndelse ges for en kontinuerlig s.v. av integration av téthetsfunk-
tionen istéllet for summation av sannolikhetsfunktionen. Téthetsfunktionen kan inte direkt
tolkas som en sannolikhet, men det géller att

3.5 4

sa sannolikheten att X € [a, b] &r lika med arean under kurvan y = fx(z) pa intervallet [a, b].
Det spelar ingen roll om vi anvénder < eller < i ovanstaende ekvation eftersom P(X = ¢) =0
for alla ¢ € R om X &r en kontinuerlig s.v.

Diskreta sannolikhetsférdelningar

Vi ska nu undersoka nagra diskreta sannolikhetsférdelningar, dvs ofta férekommande
klasser av sannolikhetsfunktioner.

Definition. En s.v. X sdgs vara likformigt férdelad pa {1,2,...,m} om px(k) = 1/m,
for alla k € {1,2,...,m}.

Exempel. Antalet prickar vid ett traningskast dr ett exempel pa en s.v. som dr likformigt

fordelad pa {1,2,...,6}.

Definition. En s.v. X sdgs vara tvapunktsférdelad om px(a) = p och px(b) = 1—p, dair
p € (0,1) och a,b € R. Om a =1 och b =0, sa sigs X vara Bernoulliférdelad. Detta
betecknas X € Be(p).

Exempel. Utfallet vid ett experiment som lyckas (X = 1) med sannolikhet p och annars
misslyckas (X = 0) kan beskrivas med en Bernoullifordelad s.v.

Definition. En s.v. X sigs vara for-férsta-gingen-férdelad om px (k) = (1 —p)*!p,
dirp € (0,1) och k = 1,2, .... Detta betecknas X € ffg(p).

Exempel. Om ett experimet som lyckas med sannolikhet p upprepas ett obegrdnsat antal
ganger, sa dr den gang i ordningen da det lyckas for forsta gangen ffg-fordelad.

Vi hérleder nu den viktiga binomialférdelningen genom att ytterligare undersoka exemp-
let med ett forsok som lyckas med sannolikhet p. Vi ska bestimma sannolikheten att om
forsoket upprepas n ganger, sa lyckas det k av dessa ganger. Sannolikheten att forsoket forst
lyckas k ganger och sedan misslyckas resterande n — k ganger dr pF(1 — p)"~*. Detta ér dven
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sannolikheten for varje annan sekvens av n forsok som innehaller exakt k lyckade forsok.
Totalt finns (Z) sadana sekvenser (vi kan vilja de k omgangar da forsoket lyckas pa (Z)
olika sétt, jfr. urnmodellen pa foreldsning 2). Den totala sannolikheten for k lyckade forsok

dr saledes (})pF(1 —p)"*.
Definition. En s.v. X sdgs vara binomaalféordelad om

n

px(k) = (k)pk(l —p)" "

dirp € (0,1) och k =0,1,...,n. Detta betecknas X € Bin(n,p).

n

Binomialsatsen sidger att (z +y)" = > (Z) 2Fy" % sd med x = p och y =1 — p fas
k=0
n n n B .
> px(k) = (k)pm —p)" =+ (=R =1,
k=0 k=0

som Onskat. Bilden nedan visar sannolikhetsfunktionen px (k) for fyra olika binomialférdel-
ningar med n = 20, ndmligen for p = 0.1, p = 0.25, p = 0.5 och p = 0.75. Som synes sker en
forskjutning mot storre varden pa k nér p okas.
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Exempel. Lat X vara en s.v. som betecknar antalet sexor som fas vid 20 tdrningskast. Da
ar X € Bin(20,1/6). Sannolikheten att fa minst 8 sexor vid 20 tdrningskast dr

prz9 = () () Q)



Vi undersoker nu fallet da sannolikheten p att experimentet lyckas ér mycket liten. Vi
later samtidigt n vara stort, sa att u = np har storleksordning ett. Da giller

px(k) = (Z)pk(l _p) = n(n—1)- k'(n —k+1) (H>k(1 - H)ﬂ_k

n n
k - k
- u_(l_ﬂ)"n<n—1>'~<n—k+1> (1-E) " = e
k! \ n nk n k!
%;CH ~1 on:,k<<n ~1 orr:,k<<n

Definition. En s.v. X sdgs vara Poissonfordelad om

k
px(k) = Tret,

dir p >0 och k =0,1,.... Detta betecknas X € Po(u).

Poissonfoérdelningen kan anvéndas for att beskriva en situation da ett forsok med liten
sannolikhet att lyckas upprepas manga ganger. For n > 10 och p < 1/10 sa &r approxima-
tionen Bin(n, p) ~ Po(np) god. Detta illustreras i figuren nedan.
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