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Kovarians och korrelation

Malet for denna foreldsning &r att komma fram till stora talens lag som visar en viktig
egenskap for summor av manga oberoende s.v. Vi borjar med att undersoka vantevardet och
variansen for en summa av tva s.v. X och Y. For en reellvard funktion g av en tvadimensionell
s.v. (X,Y) definieras vantevérdet som

E(g(X,Y)) = Z > 9 k) Pxy(j. k),  om (X,Y) ér diskret,

E(g(X,Y)) = / / 9(e.y)fxy (@ y)dedy,  om (X,Y) ér kontinuerlig,

—00 —00

sa 1 specialfallet g(X,Y) = X 4+ Y sa giller

E(X+Y) = ]o ]o(x +y) fxy(z,y)dzdy

= ]oa:( 7fX,Y(:E,y)dy>dx + /ooy< 7 fx,y(m,y)da:>dy = B(X) + B(Y),

g

—fx(x) —fy (y)

om (X,Y) ér en kontinuerlig s.v. och samma formel kan &ven visas gélla om (X,Y) &r en
diskret s.v. (se boken). Formeln generaliseras enkelt till

E(aX +bY +¢)=aE(X)+bE(Y) +c,

dér a,b,c ar reella konstanter, sa véntevirdet ar en linjar funktion. Fran linjéiriteten hos
vantevardet foljer foljande sats.

Sats. For alla s.v. X och reella konstanter a,b, sa gdller

V(aX +b) = a®V(X), och  D(aX +b) = |a|D(X).




Bevis. Lat p beteckna E(X). Da géller det att F(aX +b) = aE(X)+b = ap+ b och vidare

V(aX +0) = E(((aX +b) — (au+1b))*) = E((aX — ap)*) = E(a*(X — p)?)
= *BE((X — p)?) =a*V(X).

O

For att kunna utveckla variansen av aX + bY + ¢ pa samma sitt som vi gjorde for

vantevirdet av aX + bY + ¢, sa behover vi veta hur variationen hos X och Y hénger ihop.

Betrakta avvikelserna av X och Y fran sina respektive vintevéarden, dvs X —pux och Y — py.

Om X — pux och Y — py tenderar att ha samma tecken, sa sigs X och Y vara positivt
korrelerade och om de tenderar att ha olika tecken sa sédgs de vara negativt korrelerade.

Positiv korrelation Negativ korrelation
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Figuren ovan visar ett exempel pa nivakurvor for fxy(z,y) for tva s.v. som &r positivt
respektive negativt korrelerade. Vi kvantifierar korrelation med begreppet kovarians

Definition. Kovariansen mellan de s.v. X och Y definieras som

C(X,Y) = B((X — pux)(Y — py)),

dir ux = E(X) och uy = E(Y).

I boken visas att C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) med ett bevis som dr analogt med

beviset av sambandet V(X) = E(X?) — (E(X))?. Ett dnnu vanligare matt pa korrelationen
mellan tva s.v. X och Y &r foljande.

Definition. Korrelationskoefficienten mellan de s.v. X och Y definieras som

C(X,Y)

S 18 §12114)

Det gar att visa att —1 < C(X,Y) < 1samt att p(X,Y)=1om Y =aX +bmeda >0
och att p(X,Y)=—-1lom Y =aX +bmed a < 0 (se boken). Maximal korrelation upptriader
alltsa da X och Y &r linjart beroende.



Definition. Om C(X,Y) =0 sd sdgs de s.v. X och Y vara okorrelerade.

Notera att for okorrelerade s.v., sa foljer dven att p(X,Y) = 0. Okorrelerade s.v. maste
inte vara oberoende (se exempel 5.13 i boken), men vi ska visa att oberoende s.v. maste vara
okorrelerade. For att visa detta behover vi forst en hjéalpsats.

Sats. Antag att de s.v. X och'Y dr oberoende. Da giller E(XY) = E(X)E(Y).

Bevis. Antag att X och Y ér kontinuerliga s.v. (for diskreta fallet, se boken). Da géller

vy = [ f v oy = [ asx@( [ vrtwdy)ds = BCOEW)
—00 —00 =fx(@)fy(y —o0 —o0 |
—E(Y)

Satsen ovan kan latt generaliseras till att E(X;--- X,,) = E(X;) -+ E(X,) for oberoende
S.V. Xl, ey Xn

Sats. Om de s.v. X och'Y dr oberoende, sa dr de okorrelerade.

Bevis. Enligt satsen ovan, sa ger oberoendet att C(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y)=0. O
——

—E(X)E(Y)
Vi dr nu redo att utveckla V(aX + bY + ¢) med hjilp av kovariansen.

Sats. For alla s.v. X och'Y samt alla reella konstanter a,b, c, sa gdiller

V(aX +bY +c¢) = a®V(X)+ bV (Y) + 2abC(X,Y).

Bevis. Sitt ux = E(X) och uy = E(Y). Da giller

V(aX +bY +¢) = E(((aX +bY +¢) = (apx +bpy +¢))?)
= E((a(X = px) + (Y — py))?)
= B(a®(X — px)* + V(Y — py)? 4+ 2ab(X — px ) (Y — py))
= a*V(X)+b*V(Y) +2abC(X,Y).
O
Satserna om véntevarde och varians for a X +0Y +c kan latt generaliseras till linjarkombi-

nationer av typen ag+a1 X1 +...+a,X,, dir Xy, ..., X,, dr s.v. och ag, ay, ..., a,, ar konstanter.
Vi gor detta utan bevis.

Sats. For alla s.v. X1, ..., X,, och reella konstanter ag, ay, ..., an,, sa gdiller

E(% + i ain) = ag + i a; B (X;),
i—1 i=1

n

V(CLO + zn: azXz> = Z CLZQV(XZ) + 2 Z aiajC(Xi, X]>
i=1

i=1 1<i<j<n

Notera att termen med korrelationerna forsvinner om X, och X; dr oberoende.
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Genom att studera specialfallet ag = 0 och a; = 1/n, for i = 1, ..., n far vi foljande sats

Sats. Lat X1, ..., X,, vara oberoende s.v. med vintevirde u och standardavvikelse o. Da upp-
fyller det aritmetiska medelvdrdet

- 1

X=-) X,

S

1=1
att E(X = p) och att V(X = o?/n).
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Bilden ovan visar tdthetsfunktionen for medelvardet av 1, 10, 100 och 1000 N(1,1)-
fordelade s.v. Som synes koncentreras fordelningen for medelvérdet alltmer kring véntevardet
ett (ty variansen gar mot noll). Detta forklarar varfor vi i statistikdelen av kursen kommer
att anvidnda det aritmetiska medelvirdet av en dataméngd som skattning av vantevirdet
for datats fordelning. Stora talens lag nedan, forst formulerad av Bernoulli pa 1690-talet,
preciserar pa vilket sidtt som medelvardet konvergerar mot véantevardet.

Sats. Fir varje e > 0, sd giller det att P(|X — u| > €) — 0, dd n — oo.

Bevis. Vi bevisar stora talens lag med hjilp av Markovs olikhet som séger att

Py > a) < 20,

for icke-negativa s.v. Y. Olikheten ger en 6vre grians pa sannolikheten att Y antar ett stort
varde. Vi bevisar forst Markovs olikhet. For kontinuerliga s.v. Y > 0, sa géller

BY) = / T yhx()dy = / i )y + / i )y > / T ey
a a

a

>0

> a/oo fy(y)dy = aP(Y > a),
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vilket bevisar olikheten. Olikheten bevisas pa ett motsvarande sétt 1 det diskreta fallet. Vi
sitter nu in Y = (X — p)? > 0 och a = € i Markovs olikhet och far da

— — — | — o2
P(|X —p|>¢) <P(X —p)?>) < <E((X — H==V(X)=—,
(X —ul> ) SBUX = 2 ) < 5B(X — Y= 5V(D) =5
=E(X)
vilket for varje val av fixt véirde pa € och o konvergerar mot noll da n — oo. O



