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Normalférdelningen

Pa forra foreldsningen visade vi stora talens lag som séiger att det aritmetiska medelvardet
av n oberoende s.v. med samma vintevéirde och samma varians konvergerar mot vantevardet
av de s.v. Malet med dagens foreldsning dr centrala griansvirdessatsen som séger att
fordelningen for det aritmetiska medelvardet kommer att bli alltmer lik en normalférdelning

nér n okar. Vi borjar med att studera normalférdelningens egenskaper i detalj och vet sedan
tidigare att tathetsfunktionen ges av

1
fx(z) = We_(x_“)z/%z, dar u € R och o > 0 &r parametrar.

Vi betecknar detta X € N(u, o). Fordelningsfunktionen ar

T

1
Fx(z) = / We_(y_“)Z/z"Zdy,

— 00

men denna integral kan inte forenklas ytterligare. Vi har tidigare noterat att pu ar ett
ldgesmatt och o ar ett spridningsmatt for normalférdelningen.

Téathetsfunktion for normalférdelningar
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Férdelningsfunktion for normalférdelningar
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Definition. En s.v. Z sigs vara standardiserat mormalférdelad om Z € N(0,1).

Vi infér egna beteckningar for tithets- och fordelningsfunktionen for standardiserat nor-
malfordelade s.v.

1 o
p(z) = Ee_ZQ/Q respektive O(z) = / 27T6_y2/2dy'

B(z)

y=¢(x)

Att tédthetsfunktionen ¢ uppfyller ffooo ©(z)dz = 1 visas i boken. Senare under denna
forelasning visar vi att med hjélp av tabellvirden for ® kan vi berdkna fordelningsfunktionens
varden for alla normalférdelade s.v. Vi hérleder nu nagra egenskaper hos ¢ och ®.

o(z) = p(—=2) (foljer direkt fran uttrycket for ¢).
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= P(Z>2)=1-9(2).

Ovanstaende samband forklarar varfor vi bara behover tabeller med positiva viarden pa
z (se Tabell 1 i kursens tabellsamling). Vidare géller

EZ) =0 (foljer av symmetriskél eftersom ¢p(z) = p(—2)).
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Inom statistikteorin behover vi ofta bestdmma intervall sadana att en s.v. Z € N(0, 1)
ligger i intervallet med en viss forutbestamd sannolikhet. Intervallen i fraga kan vara symmet-
riska (pa formen (—a, a)) eller ensidiga (pa formen (—oo, b) eller (—b,00)). Sadana intervall
kan hérledas bade med hjélp av fordelningsfunktionen och med hjélp av kvantiler. Kvantiler
for standardiserat normalfordelade s.v. anvénds sa ofta att de har fatt en egen notation.

Definition. a-kvantilen for en standardiserat normalférdelad s.v. Z € N(0,1) betecknas
Ao och uppfyller

P(Z > \,) = a,
eller, ekvivalent, ®(\,) = 1 — a.. Notera att \j_o = —A,.
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Exempel. Bestim talet a > 0 for vilket P(—a < Z < a) = 0.95. Av symmetriskdil foljer
att P(Z > a) = (1 —0.95)/2 = 0.025, sa ®(a) = P(Z < a) = 0.975. Fran tabellen for ®
utldses att a = 1.96. Alternativt, sa kan vi anvinda tabellvirden for A\, och iakttagelsen att
P(Z > a) = 0.025 for att dra slutsatsen att a = X\ 25 = 1.96.

Exempel. Bestim talet b > 0 for vilket P(—b < Z) = 0.99. Av symmetriskil giller P(Z <
b) = 0.99, dvs ®(b) = 0.99. Fran tabellen for ® utlises att b = 2.33. Vi kan ocksd notera att
]P)(Z > b) = 001, sa b= )\0,01 = 2.33.

Vi kan definiera N(p, o)-fordelade s.v. med hjélp av standardiserat normalférdelade s.v. ge-
nom att siga att X € N(u,0) for u € R och o > 0 om

X —
Z = g N(0, 1)-fordelad.
o

Det géller da att X = p+ oZ. Eftersom E(Z) =0 och V(Z) = 1, sa foljer det direkt att
EX)=E(p+oZ)=p+oE(Z)=p och V(X)=V(u+0Z)=0V(Z)=7"
Vidare géller




Derivering ger sedan direkt

- LofE22)

o
vilket 6verensstidmmer med formlerna for Fy och fx som vi tidigare tagit upp. Vi kan alltsa
anvinda tabellvirdena for ® for att bestdmma fordelningsfunktionen for X € N(u, o).

Exempel. Ett foretag tillverkar tvatonsbalkar. Vikten X hos en enskild balk dr N(2000,2)-
fordelad. Sannolikheten att en balk viger over 2003 kg dr
P(X >2003) = 1—-P(X <2003)=1-— Fx(2003) =1 — <I><
= 1—-®(1.5) =6.7%.

2003 — 2000)
2

Svaret fas pa en TI-miniriknare som 1-normcdf(-1£99,2003,2000,2).
Vi will hdarndst bestimma den vikt som bara en procent av balkarna overskrider, dvs xgo1.
Per definition, sa gdller

X—M>$o.01—ﬂ>

o o
——

€N(0,1)

0.01 = P(X > 2001 = P(

vilket implicerar

Zo.o1 — M
o

= Ao.o1 = Too1 = p+ 0Xoo1 = 2004.7 kg.

Centrala grinsvirdessatsen

Vi noterar forst att linjirkombinationer av normalférdelade s.v. d&r normalfordelade.

Sats. Lat ag,ay,...,a, vara reella konstanter och lat X, ..., X, vara oberoende N(u;,o;)-
fordelade s.v. Da gdller

ap + iain‘ S N(ao + iaiﬂu
i=1 i=1

Satsens utsaga om vintevardet och standardavvikelsen foljer direkt fran satser pa forra
foreldsningen. Det nya i ovanstaende sats ar att vi i fallet med normalfordelade s.v. X; ocksa
vet fordelningen for linjarkombinationen. Fran satsen foljer direkt att om alla X; dr N(u, 0)-
fordelade (dvs har samma viintevirde och samma varians), sa ir X € N(yu, o /n) (inses genom
att sitta ag = 0 och a; = 1/n, for i = 1,...,n, i satsen ovan). Centrala grinsvirdessatsen,
sannolikhetsteorins viktigaste resultat, sdger att dven om de ingeande s.v. X; inte i sig ar
normalférdelade, s kommer X att vara approximativt normalférdelade for stora n.

Sats. Lat X, Xs, ... vara en odndlig foljd av (ndstan) oberoende och (ndstan) likaférdelade
s.v. med vintevdrde p och standardavvikelse o. Sdtt Y, = Xy + -+ X,,. Da gdller, for alla

a<b, att
Y. —
P(a < n\/_T:M < b) — O(b) — (a), da n — oo.




Fér stora n dr alltsa (Y ;" X; —npu)//no approximativt N(0, 1)-férdelat och 37 | X; dr
approximativt N(nu, /no)-férdelat. Vidare d&r X approximativt N(u, o //n)-fordelat. For
tillrackligt stora n géller saledes

P(a < X <b) = F(b) — Fy(a) ~ @((lj/_—\/%> - @(g/_\/%)

Vi siiger att X &r asymptotiskt normalférdelat med véntevérde p och standardavvikelse
o/+/n. Detta betecknas X € AsN(u,0/y/n).
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Figuren visar fordelningen for medelvardet av 1, 5, 10 och 20 Po(1)-férdelade s.v. Som
synes blir medelvirdet alltmer normalfordelat. Det finns ingen generell regel for hur stort n
maste vara for att X ska kunna antas vara normalférdelat. Om X; &r normalférdelade, sa
fungerar alla n, men om fordelningarna for X; ar skeva kan n behova vara i storleksordningen
tiotal, eller i vérsta fall hundratal (se laboration 2).



