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Binomialfordelningen

Pa forra foreldsningen visade vi centrala grinsvirdessatsen som sédger att en odndlig
foljd X1, X, ... av oberoende, likaférdelade s.v. med véanteviarde p och standardavvikelse o
uppfyller

1 & 1 & N b— a— [

. ;X € AsN(u,0/v/n),  dvs IP’(a <= ;X < b) ~ @(0/ﬁ> @(0/\/5),
vilket alltsa géller &ven om de s.v. X; inte dr normalférdelade. Vi kommer att undersoka yt-
terligare nagra approximationer idag, men borjar med att repetera binomialférdelningen.

Betrakta ett forsok déar en hdndelse A intréiffar med sannolikhet p. Om férscket upprepas n
ganger och vi later X beteckna antalet ganger som héndelsen A intréaffar, sa &r X € Bin(n, p).
Vi kan ocksa hérleda binomialférdelningen pa foljande sétt. Till vart och ett av de n férsoken
kan vi koppla en Bernoulliférdelad s.v. I; som &r ett om A intréffar och noll annars. Antalet
ganger som A intréiffar pa n forsok kan da skrivas

X =15L+---+1, € Bin(n,p)
Notera att de s.v. I; ar oberoende och likafordelade med vantevarde
E(l;)=p-1+(1-p)-0=p,
och varians
V(L) = B(I}) = (E(1;)*) = (p- 1*+ (1 = p) - 0%) —p" = p — p* = p(1 — p).
Viéntevérdet och variansen for binomialférdelade s.v. blir ddrmed

E(X)=E(Ii+---+1,) = E(L)+ -+ E(I,) = np,

V(X)=V(i+---+1,) =11,..., I, i oberoende] = V(I;) + --- + V(I,,) = np(1 — p).

Genom att betrakta binomialférdelade s.v. som summor av oberoende Be(p)-fordelade s.v.,
sa dr det uppenbart att om X; € Bin(ny,p) och om Xy € Bin(ng,p), sa dr X; + Xy €
Bin(n; +mns, p). Med detta synsétt foljer ocksa att vi kan anvénda centrala gransvérdessatsen
for X € Bin(n,p).



Sats. Om X € Bin(n,p) mednp(1—p) > 10, sa gdller approzimativt X € N(np, \/np(1 — p)),

dvs
P(a < X< b) =~ @(%) — @(;?—:fp)).

Vi approximerar hér en diskret s.v. (for vilken P(X < k) &r skilt fran P(X < k) for
alla k = 0,1,...,n) med en kontinuerlig s.v. (for vilken P(X < k) = P(X < k) for alla
k =0,1,...,n). Approximationen forbéttras om vi anvinder sa kallad halvkorrektion.
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Figuren ovan visar sannolikhetsfunktionen for en s.v. X € Bin(8,1/2). Sannolikheten
P(X < 4) motsvarar arean av de grona staplarna i figuren. Denna area #r néstan lika stor
som arean under normalférdelningens téthetsfunktion pa intervallet (—oo,3.5). Pa samma
satt dr P(X < 4) lika med summan av arean av de grona staplarna och den roda stapeln i
figuren, dvs ungefér lika med arean under normalférdelningens tathetsfunktion pa intervallet
(—00,4.5). Med halvkorrektion blir approximationen i satsen ovan god for np(1 — p) > 3.

Exempel. Vi kastar en tarning 60 ganger och later X beteckna antalet ganger som vi far en
sexa. Vi vill bestamma P(X > 13). Eftersom X € Bin(60,1/6), sa dr den sikta sannolikheten

> (@) o

Med normalapprozimation far vi (notera att np(1 — p) = 8.33 ¢ detta exempel)

= 0.149,

P(X > 13) =1 —P(X < 13) z1_<p< 13 —60(1/6) )

V/60(1/6)(5/6)

och med halvkorrektion

P(X>13)=1-P(X <13)~1— @(13 +62/<i/_6)?2(/16/)6)> — 0.113.



Poissonférdelningen

Vi har tidigare sett att nédr n ar stort och p litet, sa &r X € Bin(n,p) approximativt Pois-
sonfordelat med parameter p = mp. Approximationen ar god for p < 0.1 (faktiskt oavsett
n). Vi har ocksa visat att for Y € Po(u), sa giller E(Y) = u. Vi ska nu bestdmma V(Y'),
for Y € Po(u), och borjar med att bestaimma E(Y (Y —1)).
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Vi far sedan

V(Y)=EY?) — (BE(Y))=EY (Y - 1)+ E(Y) - (EY))" = + p—p* = p.

Sats. Lat Xy € Po(uy) och Xo € Po(us) vara oberoende s.v. Da gdller X1 + Xo € Po(uy + pa).

Bevis. Vi utvecklar sannolikhetsfunktionen for X; + Xo.

k
pxiix(k) = P(Xi+ Xy =k) =) P(X; = i)P(Xy = k — i)
=0
ki k—i k |
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Additionssatsen implicerar att om p &r ett heltal, sa kan X € Po(u) skrivas som
X=Z1+..+2, dar Z; ar oberoende Po(1)-fordelade s.v.

Eftersom E(Z;) = V(Z;) = 1, sa foljer det av centrala griansvérdessatsen att X &r approxi-
mativt N(u, /p)-fordelad for stora p. Approximationen fungerar dven nér p inte &r ett
heltal och &r god for u > 15. Precis som vid normalapproximation av binomialférdelade
s.v. sa forbattras approximationen med halvkorrektion.

Hypergeometriska férdelningen

Vi avslutar med att undersoka den hypergeometriska férdelningen och atervinder dérfor
till urnmodellerna som vi studerade pa foreldsning 2. Antag att en urna innehaller s svarta
och v vita kulor. Lat X beteckna antalet vita kulor som erhalls vid dragning av n kulor. Vid
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dragning med aterldggning, sa giller X € Bin(n,v/(s+ v)). Vid dragning utan aterlaggning

vet vi sedan tidigare att
v S S+
roc-n= (1) (0 2)/C0)

Om vi nu betecknar totala antalet kulor s-+v med N och proportionen av vita kulor v/(s+v)
med p, sa far vi, for 0 <k < Npoch 0 <n —k < N(1 — p), att

Np\ (N(1—-1p) N
- () (50)/G)
Vi séger da att X &r en hypergeometrisk s.v. Detta betecknas X € Hyp(V, n,p). Precis
som for binomialférdelade s.v., sa kan vi skriva X = [ ---+1,,, dér I; € Be(p) fori =1, ..., n,
eftersom vid var och en av de n dragningarna sa dr sannolikheten att fa en vit kula p. I
motsats till det binomialférdelade fallet, sa &r [;:na hér beroende, eftersom dragningen sker
utan aterlaggning. Vad vi drar i omgang j paverkas av vad vi har dragit i omgangarna

1,2,...,j — 1. Kovariansen ar alltsa nollskild och i boken visas att for X € Hyp(V,n,p), sa
géller

N —n
N -1
Termen (N —n)/(N — 1) kallas korrektionsfaktor for &dndliga populationer. Om n < N, sa
ar korrektionsfaktorn néra ett och aterliggningen spelar inte sa stor roll for resultatet av

dragningen. Mer specifikt géller att om n/N < 0.1, sa & X € Hyp(N,n,p) approximativt
Bin(n, p)-fordelad. Om dessutom np(1 — p) > 10, sa & X € Hyp(V,n,p) approximativt

E(X)=np och V(X)= np(l —p).

N(np, / %:T{np(l — p))-fordelad. Notera att centrala griansvirdessatsen hir géller trots att
de s.v. I; inte ar oberoende.



