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Statistisk inferensteori

Nufértiden skapas kontinuerligt mycket stora dataméngder, det som populédrt bendmns Big
Data, for exempelvis finansiella transaktioner, konsumtionsmonster och sociala natverk osv.
Statistikteorin ger oss matematiska metoder for att omséitta dessa dataméngder i relevant
kunskap. Inom statistikteorin arbetar vi ofta med féljande problemstéllning. Vi har en méngd
data som vi antar kommer fran en sannolikhetsférdelning vars parametrar &r okénda. Vi
vill anvénda datat for att uppskatta parameterviardena sa bra som mojligt. Detta kallas
statistisk inferens (= slutledning).

Lat zq,...,z, beteckna ett stickprov, dvs en samling observationer av de oberoende
och likafordelade s.v. Xy, ..., X,,. Den gemensamma fordelningen fordelningen for X; &r i
allménhet inte helt kdnd, utan beror pa en en- eller flerdimensionell parameter 6. De
mojliga virdena pa 6 bildar ett parameterrum som betecknas (2.

Exempel. Om X; € N(u,0), sa ar 0 = (u,0) och Qp =R x (0, 00).

Definition. En punktskattning av en parameter 0 dr en funktion av stickprovet xq, ..., x,

som for varje val av data ger ett virde 0%, pa parametern 0, dvs 0%, = 0*(xy, ..., x,).

Exempel. Fordelningen av loner antas ofta vara lognormalférdelade, dvs logaritmen av
lonen dar normalférdelad. Om vi antar att standardavvikelsen i lognormalfordelningen dr
kind (o = 1/4), sa ges manadslonen X hos en heltidsarbetande lontagare i Sverige av
tathetsfunktionen

Fre(a) = e~ ne
T/ 21

ddr p dr en okdnd parameter som utgor ett ligesmatt for In X.
Betrakta nu ett stickprov xy, ..., x, som bestar av heltidslonerna hos samtliga statsanstdllda
i Sverige under 2016. Tva naturliga lagesmatt for lonedatat dr stickprovsmedelvirdet

?
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av lonerna och stickprovsmedianen ZTos = 32500 av lonerna (den mittersta lonen i datat).
Medellonen blir lite stérre an medianlonen eftersom de hogsta lonerna drar upp medellénen
mer dn medianlonen. Motsvarande punktskattningar pa parametern p dr ph, = Inx = 10.43
respektive pt, . = Inxos = 10.39. Figuren visar fordelningen for stickprovet och fordelningen
for lognormalfordelningen med de bada punktskattningarna pa parametern.
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Stickprovet zy,...,x, kan ses som ett utfall av de s.v. Xj,..., X,,. Diarmed blir 07, =

0*(xq, ..., x,) ett utfall av den s.v. 0*(Xy, ..., X,,) som kallas for stickprovsvariabeln. Stick-
provsvariabelns fordelning beror pa fordelningarna for Xy, ..., X,, som i sin tur beror av 6.
Vi skriver ofta 6* istéllet for 6*( Xy, ..., X,,).

Exempel. [ exemplet ovan dr stickprovsvariabeln antingen logaritmen av medelvdrdezy av
n oberoende lognormalférdelade s.v. med parameter p eller logaritmen av medianen Xo5 av
n oberoende lognormalfordelade s.v. med parameter . Fordelningarna for bada dessa s.v. dr
relativt komplicerade, men figuren nedan visar fordelningarna for dessa bada stickprovsvari-
abler for n = 1000 givet att p = 10.4. Om vi har noterat lonen for n = 1000 slumpmdssigt
valda personer ur en population ddr lonerna dr lognornalférdelade med parameter = 10.4,
sa kommer ik, . att vara utfall fran nedanstaende fordelningar.
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Vi ska nu undersoka tre kriterier for vad som &r en god punktskattning och sedan belysa
dem med ett exempel.

Definition. En punktskattning 07, dr vintevdrdesriktig om E(6*) = 0 for alla 6 € Q.
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En vantevardesriktig punktskattning har inget systematiskt fel. Vi énskar ocksa att skatt-
ningarna ska bli battre ju mer data som vi har tillgdngligt. Fér att kunna kvantifiera detta
later vi nedan 6 beteckna en stickprovsvariabel baserad pa ett stickprov med n element.

*

Definition. En punktskattning 0%,. dr konsistent om det for varje fixt 0 € g och varje
fixt € > 0 gdller att P(|6% — 6] > ¢) — 0, da n — oo.

Det ar ocksa onskvart att vélja en punktskattning sa att stickprovsvariabeln har sa liten
spridning som mojligt.

Definition. Om 07,

for alla 0 € Qy (med strikt olikhet for nagot 0), sa sdigs 6* vara mer effektiv in 0.

och B, dr tvd vintevirdesriktiga punktskattningar och Vo) < V(é\)

Vi illustrerar kriterierna med foljande exempel. Lat z1, ..., x,, vara métningar av en fysi-
kalisk konstant gjorda med ett instrument som har ett métfel med kénd standardavvikelse
o. Stickprovet kan antas vara utfall av oberoende s.v. X7, ..., X, sadana att X; € N(0,0), dér
0 ar det sanna vardet pa konstanten. Som punktskattning av 6 kan vi vilja stickprovsme-
delviirdet 0% . = T och motsvarande stickprovsvariabel blir da 6* = X € N(f,0//n).
Punktskattningen ar vantevardesriktig eftersom

E0")=E(X)=0.
Att punktskattningen dr konsistent visas pa samma sédtt som stora talens lag. Vidare ar
V(0*) = o/+/n, vilket kan anvindas for att jimfora denna punktskattningar med andra
punktskattningar av 6 med avseende pa effektivitet. Stickprovsmedelvirdet &ar inte den mest
effektiva skattningen av vantevérdet i alla mojliga situationer, mer ger ofta en god skattning.
Om det istéllet dr variansen o2 som #r okiind, sa anvinds ofta stickprovsvariansen

n—14%
=1

som punktskattning. Aven denna punktskattning ér vintevirdesriktig och konsistent. Kravet
pa vintevirdesriktighet dr en anledning till att vi dividerar med n — 1 istéllet for med n i de-
finitionen av stickprovsvariansen. Liksom for stickprovsmedelvérdet, ger stickprovsvariansen
ofta goda skattningar, men den &r inte den mest effektiva skattningen i alla situationer.

Minsta kvadrat- och maximum likelihoodskattningar

Det finns analytiska metoder for att hiarleda den bésta punktskattningen i en given situation.
De bada vanligaste sadana metoderna &r minsta kvadratmetoden (MK) och maximum
likelihoodmetoden (ML). I definitionerna av bada metoderna later vi xy, ..., x, vara ett
stickprov av de oberoende s.v. X1, ..., X,,.

Definition. MK-skattningen 03, av parametern 0 dr det virde i €y som minimerar
kvadratsumman

=1

dir E(X;) beror pa den okinda parametern 6.
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Om exempelvis X; € Exp(f), sa ar F(X;) = 1/6. Lds mer om MK-skattningar pa egen
hand i boken.

Definition. ML-skattningen 03, av parametern 0 dr det véirde i g som mazximerar li-

kelihoodfunktionen

Hin(xi;H)a

=1

L(0) =

om X; dr kontinuerlig. Om X; dr diskret, sa byts fx, mot px,.

Likelihoodfunktionen ger ett matt pa sannolikheten att stickprovet x1, ..., z,, uppkommer
for olika vérden pa parametern 6. ML-skattningen 0y ar det parametervérde for vilket det
ar som mest troligt att vi far just det stickprov som vi har fatt. Bilden nedan visar ett
exempel pa hur en likelihoodfunktionen kan se ut.
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Produkten i definitionen av L gor ofta rdkningarna komplicerade, sa vanligen riknar vi
med

InL(0) = Z In fx,(z:;0),

istallet for L(6). Detta gar lika bra eftersom L(#) och In L(f) antar maximum for samma
vérde pa 6.

Exempel. Vi har stickprovet x1 = 0.77, xo = 0.82, x3 = 0.92, x4 = 0.94 och x5 = 0.98 som
antas komma fran fordelningen fx(x) = 02971, for x € [0,1] ddr 6 > 0 dr en okdnd parame-
ter. Vi vill bestimma ML-skattningen av 0 och bestammer ddarfor forst likelihoodfunktionen
och dess logaritm.

n n

= H 0207 = 0" (zy - 2,)0 N

InL(#) = In(6"(xy - - -

i=1

2,)"" ) =nlnb+ (0 — 1) In(z; - - 2,).
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Derivering med avseende pa den okdnda parametern 6 ger nu

d n n
@lnL(0)25+ln(:c1~~xn):O = Q&L:_ln@l‘”xn)
. n
= O = — )

In(zy - x,)

sa for det givna stickprovet sa dar 0%, = —5/1n(0.77 - 0.82 - 0.92 - 0.94 - 0.98) = 8.0. Notera
att figuren ovan visar likelthoodfunktionen i detta exempel och vi ser fran figuren att likeli-
hoodfunktionen maximeras for 0 ~ 8. Toppen pa likelihoodfunktionen dr dock relativt flack,
sa vdrden inom intervallet 6 € (6,10) ger ungefir lika stora vdrden pa L(6).



