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Konfidensintervall

Pa forra foreldsningen undersokte vi hur vi fran ett stickprov xy,...,x, fran en férdelning
med okénda parametrar kan uppskatta parametrarnas virden. Detta kallas punktskattning.
Det &r ofta av intresse att inte bara veta punktskattningen (”pH-véardet uppskattas till 5.77),
utan ocksa fa ett matt pa osdkerheten i skattningen (”sannolikheten att intervallet (5.4,6.0)
innehaller det sanna pH-véardet dr 95%"”). Denna typ av intervall kallas konfidensintervall.

Definition. Lat x = (x4, ...,x,) vara ett stickprov av X = (Xy, ..., X,,) vars fordelning beror
av en okdind parameter 0. Intervallet 1y = (a1(x),as(x)) kallas for ett konfidensintervall
for 8 med konfidensgrad 1 — a om

P(ay(X) < 0 < ax(X)) = 1 — a.

Notera att a; och ay dr funktioner pa samma séatt som 6* pa forra foreldsningen. Granserna
ai(x) och ay(x) for ett konfidensintervall kan ses som utfall av stickprovsvariablerna a;(X)
och as(X). Om vi upprepar datainsamlingen och berédknar nya konfidensintervall for 6 med
konfidensgrad exempelvis 95%, sa kommer 95% av konfidensintervallen att innehalla  medan
resterande intervall missar 6, se figuren nedan.

[
=]

e e Gy
ANWE NI NDOD 2NW RO B0
ST O TN S S

o b

1 12 14 16 18 2 22 24 28 28

Vanligt forekommande val av konfidensgrad 1—a« ar 95%, 99% och 99.9%. For dessa val &r
risken att konfidensintervallet inte innehallet det sanna parametervirdet 5%, 1% respektive
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0.1%. Om bade ai(x) och as(z) &r dndliga kallas konfidensintervallet tvasidigt, men om
antingen a;(z) = —oo eller as(x) = oo sa kallas det ensidigt. I foljande exempel gar vi
igenom en femstegsmetod for att bestdmma konfidensintervall.

Exempel. Lat x4, ..., x, vara ett stickprov fran N(u, o), dvs 1, ..., x, dr observationer av de
oberoende s.v. X1, ..., X, som alla dr N(u,o)-fordelade. Vi vill bestimma ett konfidensinter-
vall for p med konfidensgrad 1 — o och antar att o dr kind.

1. Bestdm en punktskattning for den parameter som vi vill bestimma ett konfidensin-
tervall for.

En punktskattning for p dr pl,, =T = + Z (ML-skattningen av ).

2. Bestam fordelningen den stickprovsvariabel som hor till punktskatiningen.

Vi vet att u* = X € N(u,0//n), si BE(u*) = pu och D(u*) = o/y/n.

3. Transformera stickprovsvariabeln till en pivotvariabel vars fordelning bara
beror pa kdnda parametrar.

Den normalfirdelade stickprovsvariabeln p* kan transformeras till en standardi-
serat normalfordelad s.v. enligt
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4. Stdng in pirvotvariabeln mellan kvantiler med rdtt konfidensgrad.

N0, 1).

Med hjilp av kvantiler for den standardiserade normalfordelningen fas

P(—Aa/2< <)\a/2> =1-

a/Vn

5. Omforma kvantilolikheten till ett konfidensintervall.

Vi noterar att

X —pu — o
Ao < —— = < X+ Aafo—,
YN a T Aan T
och att o
X —p — o
— < A, = X —dAyjo—= < U,
sa

<u<X+>\a/2 0
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al(X) az(X)

= I, = (a1(x), az(x)) = (E— )\a/z%,f—i— )\a/Q%).




Konfidensintervallets langd 2A,/20/+/n 6kar om spridningen i datat &r stor (stort o), men
minskar om antalet observationer n dr stort. Notera ocksa att ldngden 6kar med konfidens-
graden. For 1 —a = 95%, sa dr A2 = 1.96, men for 1 — a = 99.9%, sa dr A\, 2 = 3.29.

Exempel. Lat aterigen x1, ..., x, vara ett stickprov fran N(u,o). Vi vill bestamma ett konfi-
densintervall for p, men nu under antagandet att o ar okdnd. Vi kan vilja samma punktskatt-
ning som forut (ut,, = T), men eftersom standardavvikelsen av skattningen, D(u*) = o /+/n
dr okind, sa kan vi inte anvinda (T — Xaj20/\/N, T + Aaj20/+/n) som konfidensintervall i
detta fall (intervallets grinser ar okinda).

Vi valjer att byta ut D(u*) mot en punktskattning av D(p*). En sadan punktskattning
kallas medelfelet av u* och betecknas d(u*). Som medelfelet viljer vi

d(pw") = %, dir  s= ! Z(JEZ —7T)%
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Motsvarande stickprovsvariabel dr S = \/ L3 (X; — X)2. Pivotvariabeln blir
=1

SE() X -—p

d(p) S/vn’
som kan visas vara t-fordelad med n — 1 frihetsgrader. Detta betecknas T'(u*) € t(n—1).
Bilden nedan visar tdthetsfunktionen for t-fordelningen for nagra val av antal frihetsgrader.

Notera att tithetsfunktionen konvergerar mot ¢ da n — oo (detta dr konsistent med att
S — o0, da n — o00). a-kvantilen for t(n — 1)-fordelningen betecknas to(n — 1).

T(ur) ="~

Téthetsfunktion for t{f)-férdelning
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I analogi med foregaende exempel fas
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= I, = (a(2), (@) = (T—ta/g(n— 1)%@“@/2(71_ 1)\}%),

Notera att for konfidensgrad 1 — o = 95% och exempelvis n = 10, sa dr tq2(n — 1) = 2.26,
medan N2 = 1.96, sa konfidensintervallet blir lingre i fallet da o dr okdnd.

Vi ska nu konstruera konfidensintervall fér o (vi antar att d&ven p dr oként) och behdver

da ytterligare en ny férdelning.

Sats. Om Zi,..., Z, dr oberoende standardiserat normalférdelade s.v., si ir X = > | Z?
x2-fordelad med n frihetsgrader. Detta betecknas X € x*(n).

Bilden nedan visar tithetsfunktionen for y?-fordelningen for nagra val av antal frihets-
grader. a-kvantilen for y?(n)-fordelningen betecknas x2(n).

Téathetsfunktion for chi2(k)-fordelning

Notera att x*-fordelningen ér definierad pa (0, 00), sa det giller att x7_,, »(n) # —x2 5 (n)
(jfr. sambanden Ao/ = —Aa/2 och ti_g0(n — 1) = —t4/2(n —1)).
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Sats. Lat X, ..., X,, vara oberoende N(ju,o)-fordelade s.v.. Da dr

1 < -y n-—1
; (Xz—X) == 0_2

=1

S?ex*(n—1).

Exempel. Lat aterigen xq, ..., x, vara ett stickprov fran N(u, o). Vi vill bestamma ett kon-
fidensintervall for o. Fran satsen ovan foljer att

_n—l

T(c*) = p S? € x*(n—1),

kan anvindas som pivotvariabel. Med kvantilerna for x?(n — 1)-fordelningen fds

n—1
l—a= P(Xiam(n -1)< P S? < Xap(n — 1))

Vi noterar att

n—1 n—1)52
x%_a/Q(n -1)< = 5?2 = o’ < m,
och att )
na_z152<xi/2(n—1) = %<02,
sa

n—1 n—1)S? n—1)S?
l—a = P(Xiaﬂ(n—l) < S? < Xi/z(n—1)> = P(g <o’ < ¥)

Xi/z(n - 1) X%_Q/Q(n - 1)
S——— N—
a1(X) a2 (X)

(n—1)s? (n—1)s? )

= e = ((0),0x2)) = (xi/z(n — 1) X (= 1)

FEtt konfidensintervall for o fas av I, = (s\/ n—l s\/ n_l )

Xi/z(n_l) ! X%,Q/Q(n_l)

Foljande samband giller mellan ¢- och x2-férdelningarna. Om X € N(0,1) och Y € x?(f)

ar oberoende, sa géller det att
X

VY/f

For normalférdelningen géller det att X och S? &r oberoende och dérmed foljer

e t(f).

X-u X- X - —1)82/0?
oo poS poo|(n—1)5%c € tn—1).

S/vn  afynl o a/ynl N\ _n-1

€N(0,1) :%, dir Yex?(n—1)

Det var detta resultat som vi utnyttjade nér vi konstruerade pivotvariabeln for p i fallet
med oként o.



