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Hypotesprévning, styrkefunktion

Pa forra foreldsningen undersokte vi tre metoder for hypotesprovning. Tva typer av fel kan
uppkomma vid hypotesprévning.

o Typ I-fel: Att forkasta Hy trots att Hy dr sann. Sannolikheten for denna feltyp ér lika
med felrisken «.

e Typ IlI-fel: Att inte forkasta Hy trots att Hy ar falsk.

Typ Il-fel ar svarare att kvantifiera. Hur stort detta fel &r beror pa det sanna vérdet pa
parametern 6, vilket &r okdnt om nollhypotesen H, ar falsk. Som en forsiktighetsatgérd bor
vi darfor designa ett hypotestest sa att typ I-felet, det fel som vi kan méta, ar det allvarligare
felet. Vi exemplifierar detta i nésta exempel. For att d&ven kunna kvantifiera typ Il-fel, sa
infor vi styrkefunktionen.

Definition. Styrkefunktionen for ett test definieras som
h(0) = P(Hy forkastas|@ dr det sanna parametervirdet).

For Hy : 6 = 0y, sa géller h(fy) < a. Ett bra test har dessutom egenskapen att h(6)
ar stort for alla viarden pa 6 som uppfyller mothypotesen. Vi visar med ett exempel hur
styrkefunktionen kan anvindas i praktiken.

Exempel. FEtt utandningsprov visar alkoholhalten X; = p + €; i blodet, mdtt i promille, ddir
w ar den sanna alkoholhalten och ¢; € N(0,0) dr mdtfelet. For att avgora om en person dr
rattonykter sdtter vi Hy : p = 0.2 (nykter) och Hy : pu > 0.2 (onykter). Vi viljer u i Hy
till 0.2 eftersom detta dr den hdgsta tillatna alkoholhalten vid bilkorning och motsvarar ett
sorts worst case scenario bland de alkoholhalter for vilka personen betecknas som nykter. Typ
I-fel motsvarar hir att en nykter person befinns skyldig till rattonykterhet, medan typ II-fel
motsvarar att en onykter befinns oskyldig till rattonykterhet. Enligt gdllande rdttsprinciper,
sa dr det vdrre att fdlla en oskyldig dan att fria en skyldig, sa vi har valt vara hypoteser sa
att typ I-felet dr det allvarligare felet.

Om vi utfér n utandningsprov, si dir X € N(u,o/\/n). Vi antar att Hy dr sann och
vill forkasta Hy om T dr stort. Det kritiska omradet C' = |a,00) for testvariabeln t,,s = T



uppfyller
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Nu ndr det kritiska omradet dr specificerat, sa kan vi bestamma styrkefunktionen for p > 0.2.

Vi far

A = a=0.24+ )\,

h(p) = P(X > alp dr det sanna parametervirdet)
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dir vi i sista steget satte in a = 0.2 + A\y0//n. Med n = 3, 0 = 0.04 och o = 0.001, sa
blir h(0.3) = 0.89 och h(0.33) = 0.99. Sa for p > 0.33 dr det mycket osannolikt att H,
inte forkastas, dvs. en person med mer dn 0.33 promille alkohol i blodet kommer med minst
99% sannolikhet att befinnas skyldig till rattonykterhet. Om vi anser att testet dr for daligt,
sa kan vi vdlja att gora fler utandningsprov eller att anvdnda en mer tillforlitlig mdtmetod.
Med n = 6, 0 = 0.02 och v = 0.001, sa blir h(0.245) = 0.99, sa personer med mer dan
0.245 promille alkohol i blodet kommer att befinnas skyldiga till rattonykterhet med minst
99% sannolikhet.
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Pa nésta foreldsning ska vi underscka en viktig klass av hypotestest som alla involverar
y2-férdelningen. Vi #ignar resten av denna foreldsning at regressionsanalys.



Regressionsanalys

Regressionsanalys dr den kanske mest anvéinda statistiska metoden och den anvénds for
att avgora om det finns nagot samband mellan tva storheter. Finns det exempelvis nagot
samband mellan studenters narvaro pa foreldsningarna och deras resultat pa den efterfoljande
tentan? Linjar regression &r en metod for att finna sadana (linjara) samband mellan tva
storheter.
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Vi har n par av viarden
(xla y1)7 (1’2, y?)v SEE) ($n7 yn)>

dér xq, ..., z, ar givna storheter (foreldsningsnérvaron i figuren) och y, ..., y, ar observationer
av oberoende s.v. Y, ..., Y, dir Y; € N(u;, 0) (tentamensresultatet i figuren). Observera att
o antas vara oberoende av x. Vidare antas véntevérdena p; vara linjirt beroende av z;, dvs
p; = a+ Bx;. Den réta linjen y = a+ Sz kallas for den teoretiska regressionslinjen (roda
linjen i figuren). Parametrarna « och  &r okénda, men vi kan skatta dem med hjilp av
MK-metoden. Vi vill da minimera kvadratsumman
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dvs. summan av kvadraterna av avstanden ¢; i lodrat led mellan observationerna och den
teoretiska regressionslinjen. Derivering av () med avseende pa « respektive [ ger
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Notera att 8% . ar kvoten av stickprovskovariansen mellan x1, ..., z, och yi, ..., y, och stick-

obs
provsvariansen for xy,...,z,. Med hjilp av punktskattningarna o,  och 5 ., sa far vi en
skattad regressionslinje y = o,  + Bi.@. Vi undersdker om punktskattningen av 3 &r

vantevardesriktig och effektiv. Vi kan skriva g%, som en linjirkombination av observatio-
nerna, dvs.
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sa skattningen ar vantevirdesriktig. Vidare giller
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V(8") = V(icﬁi) = iilc?JZ = ﬁ.

Punktskattningen 3},  blir alltsa mer effektiv om o &r litet och om spridningen hos z;-vérdena
ar stor. Det sistndmnda faktumet illustreras i figuren nedan.
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Eftersom (%, ér en linjirkombination av ett normalférdelat stickprov, sa kan vi enkelt
bestdmma konfidensintervall for S. I fallet da o ar ként far vi att ett konfidensintervall for
£ med konfidensgrad p ges av

o
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Se boken for fallet med oként o. Vi kan anvidnda detta konfidensintervall for att utfora
hypotestest med Hy : 8 = 0 och H; : 8 # 0. Om Iz inte innehaller origo, sa forkastar

vi nollhypotesen och drar darmed slutsatsen att det finns ett signifikant (linjart) samband
mellan storheterna x och y.
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