Réakneregler for stokastiska variabler.

For konstanter a och b och en stokastisk variabel X &r

ElaX +b =aE[X]+b  V(aX +b) =V (aX)=a’V (X)

Bevis:
ElaX +8 = > (ak+bP(X=k)=a) kP(X=k)+bY P(X =k)=aE[X]+b
k k k
V(X +b) = E[((aX+b)—EaX +10])’] =E[(aX +b—aE[X]—b)?] =E[(aX — aE[X])?]

= E[a*(X —E[X])?] =a®E[(X —E[X])?] =’V (X).

Sats. Lat X och Y vara tva stokastiska variabler. Da ar

E[X+Y]=E[X]+E[Y].

Vi bevisar det diskreta fallet.

EX+Y] = ) Y @+yPX=2Y=y)
r€Sx YyESy
= Y 2) PX=aY=y+ > yd PX=1Y=y
reSx YESY yeESy xE€Sx
= Y aP(X=2)+ ) yP(Y =y)=E[X]+E[V].
TESx yESy

Sats. Om X och Y ar tva oberoende stokastiska variabler dr

E[XY]=E[X]E[Y]

Bewvis: Har bevisas det diskreta fallet:

S>3 knP(X =kY =n)=> Y knP(X=k)P(Y =n)

k k

D EP(X =k)Y nP(Y =n)=E[X]E[Y]
k

n

E[XY]

=E[X] =E[Y]
Berikningsformel for varianser:

Sats.
V(X) =E[X?] - (E[X])*.

Bevis: Med beteckningen m = E [X] har vi

V(X) = E[(X-m)’] =E[X?-2mX +m’]
= E[X?] - 2mE[X]+m? =E[X?] -m? =E[X?] — (E[X])*.

Satsen anviinds #ven ofta fér att beréikna E [X?] fran V (X)) och E [X] i bevis.



Exempel: Area av kvadrat och rektangel: Lat X; och X5 vara tva oberoende sidléangder, likformigt
fordelade pa intervallet [0, 1]. Da &r

E[X]:%

Vidare sa ar
1
E [Area rektangel] = E[X; - X5] = {oberoende} = E [X;] E[X3] = 1
medan

E [Area kvadrat] = E [XQ] :V(XQ) + E[X]2 = — 4=

Lat (X,Y) vara en tvadimensionell stokastisk variabel och beteckna mx = E [X] och my = E[Y].
Da ar

V(X4Y) = E[(X+Y-EX+Y])?| =E[(X —mx+Y —my)’]
E[(X —mx)*+ (Y —my)® +2(X — mx)(Y —my)]
= E[(X —=mx)’] +E[(Y —=my)’] + 2E[(X — mx)(Y — my)]
= V(X)+V(Y)+2C(X,Y)

Definition: Kovariansen mellan tva stokastiska variabler X och Y definieras och betecknas

C(X,Y) =E[(X —mx)(Y —my)].

Variabeln
(X — mx)(Y — my)

miter om X och Y tenderar att variera at samma eller motsatt hall. Om X &r stor/liten (relativt
mx) och Y samtidigt &r stor/liten (relativt my) sa &r kovariansen positiv eftersom + -+ = + och
— - — = +. Analogt, om X och Y varierar at motsatt hall &r kovariansen negativ, + - — = — och
— -+ = —. Kovariansen méter linjdr samvariation.

Korrelationen (korrelationskoefficienten) ér det dimensionslésa linjira samvariationsmattet. Den

definieras och betecknas
C(X,Y) C(X,Y)

Py N VYY) DX DY)

Korrealtionskoefficienten uppfyller alltid

-1<pxy <1
och |px,y| =1 om och endast om ¥ = aX + .

Med linjériteten hos véntevirden har vi dven féljande beridkningsformel (jamfér med den for vari-
anser)

C(X, Y) = E[(X —mX)(Y —my)] = E[XY—me—myX+mey]
= E [XY] — me[Y] — myE[X] +mxmy =E [XY] —mxmy.

For tva oberoende stokastiska dr kovariansen variabler
C(X,Y) =E [XY] —mxmy = E [X] E[Y] —mxmy = 0

och
VIX4+Y)=VX)+ V) +2C(X,Y)=V(X)+V(Y).
=0



Tva stokastiska variabler X och Y som uppfyller C(X,Y") = 0 ségs vara okorrelerade.

Sats. Lat Xi,..., X, vara oberoende likafordelade stokastiska variabler med m = E [X;] och o =
D (X;). Medelvirdet

har
EX]=m V(X =2 DX)-=

Med Tjebychevs olikhet: For alla k > 0 ar

P(IX ~E[X]| > KD (X)) < 5.

fas

Sats (Stora talens lag (STL)). Lat X4, ..., X,, vara oberoende likaférdelade stokastiska variabler
med m = E[X;] och 0 =D (X;).

For varje 6 = kD (Y) > 0 fas med Tjebychevs olikhet att

— V(X 2
P(|X—m\>6)§%:M:U—HO

da n — oo.



