Gauss approximationsformler

Vi vill berdkna véntevirdet och variansen av en funktion g av en stokastisk variabel X, dvs
E [9(X)] och V (g(X)). Med den aningslose statistikerns sats forutsétter berdkningen att vi kdnner
fordelningen for X. Hér foljer approximationer av E [g(X)] och V (¢(X)) utnyttjandes bara E [X],
V (X) och funktionen g(x).

Taylorutveckla g(x) kring en punkt m:
9(z) ~ g(m) + (x — m)g'(m)

med likhet om g(x) = ax + b for konstanter a och b. Lat m = E[X]. Da far vi att

L E[g(X)] = Elg(m) + (X —m)g'(m)] = g(m) + (E[X] —m)g'(m) = g(m).
2. V(9(X)) » V(g(m) + (X —m)g'(m)) = (¢'(m))*V (X —m) = (¢'(m))*V (X).
Ett varningens ord: approximationerna fungerar bést da fordelningen &r nagorlunda koncentre-

rad till ett intervall dir g(x) #r approximativt linjdr. For generaliseringar till fler dimensioner,
V (g(X,Y)), etc. se kurslitteraturen.

Normalférdelningen

En stokastisk variabel X sdgs vara normalférdelad med parametrar m och ¢ > 0 om
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for alla x. Lds gérna beviset 1 boken att detta dr en giltig tdthet, dvs. integrerar sig till 1. Kodbe-
teckning X ar N(m, o).

Fordelningen dr symmetrisk runt m sa alltsa dr parametern m ingenting annat dn véintevirdet,
E [X] = m. Vidare sa &r D (X) = o.
Sats. Lat Xq,...,X,, vara en sekvens av oberoende, normalférdelade stokastiska variabler, och
ai,...,a, och b konstanter. Da &r
Y= X1+ - +a,X,+0b
normalférdelad, Y dr N(m, o), med vintevéirde
m=EY]=E[a1 X1+ -+ aXpn+b=a1E[X1]+ - +a,E[X,]+D

och varians

2 =VY)=alV (X)) +---+a2V(X,).

Alltsa,

Y ar N (alE [(X1] 4+ -+ anE[Xn] + b,4/a3V (X1) + - + a2V (Xn))

och linjarkombinationer av oberoende normalférdelade stokastiska variabler &r normalférdelade
med rétt véntevéarde och rétt varians.

Om X &r N(m, o) sa har




vintevirde E[Z] = E [222] = L(E[X] — m) = 0 och varians V (Z) = 5V (X) = 1. Satsen séiger
att Z &ar normalfordelad och )
— —a?/2 _
x) = e = ¢(x).
En normalfsrdelad s.v. med vintevirde 0 och varians (standardavvikelse) 1 ségs vara standardnor-
malfordelad. Dess tathetsfunktion betecknas av Blom med ¢(z) och dess férdelningsfunktion med

O(z) =P (Z < x).

Notera att

FX(x):P(ng):P(X_mg‘”_m):@(“’_m>.
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Sa for att rikna ut fordelningsfunktionens virde i en punkt for en godtycklig normalférdelning
oversitter vi den till motsvarande punkt fér en standardsnormalférdelning. Funktionen @ finns
tabulerad i formelsamlingen.

I Standardnormalférdelningen betcknas a-kvantilen med A,, dvs 1 — ®(\,) = «. Dessa finns
tabulerade i tabellsamlingenboken. Man kan observera att

O(—z)=1-P(x)

sa )\1704 = —)\a.

Sats (Centrala grinsviirdessatsen (CGS)). Lat X;, Xo,... vara en sekvens av oberoende,
likaférdelade stokastiska variabler med vantevirde m och standardavvikelse . Da giller att
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Man anvénder konvergensen for att sédga att
n
approx
ZXi ar  N(mmn,/no)
k=1
for stora viarden pa n, dvs summor av stokastiska variabler dr approximativt normalférdelade.

Hur stort n skall vara for att approximationen skall vara bra beror pa fordelningen for de stokastiska
variablerna. Symmetriska férdelningar konvergerar snabbare &n assymetriska.

Hypergeometrisk férdelning

Modellsituation: Av N foremal (bollar) har s en egenskap (dr svarta). Vilj ut n pa mafa (utan
aterliggning och utan hinsyn till ordning) och lat X beskriva antaley utvalda med egenskapen.
Da ar N Ny (NCp)
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med p = s/N som andelen med egenskapen i populationen.

En stokastisk variabel X med téthet enligt ovan sigs vara Hypergeometriskt fordelad

Man kan visa att
N—n

N -1

EX]=np V(X)=np(l-p)



Binomialférdelnging

En hindelse A intréffar med sannoliklhet p = P (A). Gor n oberoende f6rsok och lat X beskriva
antalet ganger A intréiffade. Da &r

P(X =Fk)= <Z)pk(1p)nk, k=0,1,...,n

och X s#gs vara Binomialfordelad, X &r Bin(n, p).

Sats.



