Konfidensintervall

Lat X1,..., X, vara oberoende och normalférdelade,
X; ar N(m, o).
Skattningsvariabeln av m &r X och vi vet att
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X dr N(m,o/v/n) alt. ar N(0,1)

Vi kan ur normalférdelningstabeller for varje sannolikhet o bestimma kvantilen A, /o sa att
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Detta ér ett [symmetriskt] konfidensintervall for vintevirdet, med konfidensgrad 1 — a.

X = daj2

OBS! Konfidensintervallet rér vanteviardet m och inte de enskilda observationerna.
Definition: Ett konfidensintervall f6r 6 &r ett stokastiskt intervall I(X7y, ..., X,,) som técker § med
en given sannolikhet:

P(ecI(Xy,...,X,))=1—a=konfidensgraden.

I vart exempel har konfidensintervallet dynamiken:

e Storre/mindre o ger lingre/kortare intervall.
e Fler/fiirre observationer n ger kortare/lingre intervall.

e Storre/mindre konfidensgrad 1 — «v ger lingre/kortare intervall.

Generellt: Om 0* &r N(6, D) sa med sannolikhet 1 — « &r

*
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eller
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ar ett (symmetriskt) konfidensintervall for 6 med konfidensgrad 1 — . ”Punktskattning plus/minus
normal-kvantilxstandardavvikelse for skattningen.”

For att rikna ut intervallet maste vi kiinna D, standardavvikelsen. Om vi inte maste den skattas.
Generellt: Om 6* &r approximativt N(6, D) sa &r

0eo"+ )\a/gD*



ar ett (symmetriskt) konfidensintervall {6r § med konfidensgrad approximativt 1—«a. Approximativa
intervall: ” Punktskattning plus/minus normal-kvantilxmedelfel for skattningen.”

Exempel: Opinionsundersokning. Lat X riikna antalet (s)-sympatisorer vid n = 2854 intervjuer.
Modell: X &r Bin(n,p) dér p dr andelen sympatisorer i populationen. Skattningen p*(z) = z/n
modelleras med skattningsvariabeln p*(X) = X/n dar E [p*(X)] = p och

D (p"(X)) = \/ ! V(X)= \/p(l_p).
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Med utfallet « = 1085 fas skattningen p* = z/n = 1085/2854 = 0.380 och medelfelet

*(] — p*
Do P =)
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= (0.00909.

Om X &r approximativt normalfordelad &r
p* approximativt N (p, D(p*))

och

P E P £ oD (") = " £ Aaso (1 =p")

ett konfindensintervall fér p med konfidensgrad approximativt 1—a. For 1—a = 0.95 fas A\, /o = 1.96
och
p € 0.380 £0.0178, 0.362 < p <0.398 (= 95%)

Normalapproximationen motiveras av att skattningen av
V(X) =np(1 —p)
dr np*(1—p*) =673 > 10.

Intervallet innehaller de av data foéreslagna rimliga véirdena pa p. Ett pastaende (en utsaga) om
att p dr 0.40 skulle vi inte tro pa.

Vi skall nu betrakta specialfallet med konfidensintervall for vantevirdet i normalférdelningen.
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Storheten till hoger har en férdelning som inte beror pa m eller o utan bara pa antalet observationer
n. Vi kan stélla upp tabeller 6ver dess fordelning precis pa samma sétt som vi har gjort for

normalférdelningen. Vi séger att
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utlést: ”t-fordelad med n — 1 frihetsgrader”. Utnyttjar vi tabellerna for ¢-férdelningen kan vi for

varje sannolikhet o bestdmma kvantiler ¢, /5 sa att
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Detta #r ett [symmetriskt] konfidensintervall for m med konfidensgrad 1 — a.

Exempel: Fran foljande observationer pa n = 10 normalférdelade stokastiska variabler
;9 4.1 54 55 45 6.1 6.1 53 5.5 54

fick vi punktskattningar

T =5.29, s2 =0.39433 och s = 0.62796.

Med konfidensgrad 1 — o = 0.95 far man t, /o = to.025 = 2.2622 ur tabellen for t(n — 1) = #(9)-
fordelningen. Det observerade intervallet blir
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”Punktskattning plus/minus t-kvantilxmedelfel for skattningen.”

=520+045  (95%).

Konfidensintervall fér o2

Fordelningen for
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dr fordelningen for en summa av kvadrater av oberoende N(0, 1)-variabler, och beror inte pa m
eller 0. Fordelningen kallas y2-fordelningen och parametern, antalet termer i summan, kallas dess
frihetsgrader. Fordelningen finns tabulerad i formelsamlingen.

Man kan visa att L,
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dr x*(n — 1)-fordelad. Vi kan saledes for varje sannolikhet a bestimma kvantilerna x7_, , och
Xi/z sa att
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Detta ir ett [symmetriskt] konfidensintervall for 0 med konfidensgrad 1 — o Vi kan fa ett intervall
for o genom
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Exempel: Med n = 10 observationer fick vi punktskattningen s> = 0.39433 av o2. Ur x?(9)-
tabeller far vi att med 1 — a = 0.95 &r tabellvirdena

Xia/z = X(2).975 = 2.7004 Xi/g = X(2)'025 = 19.023.



Alltsa, ett observerat intervall for o2 &r
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0.18657 =
19.023 XCp X3 oo 2.7004

Motsvarande intervall for standardavvikelsen blir

0.43 = v0.18657 < 0 < v1.3143 = 1.16 (95%).

(95%).



