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TENTAMEN I 5B1501 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK 1
TORSDAGEN DEN 26 AUGUSTI 1999 KL 8.00 — 13.00.

Examinator for M: Timo Koski, tel. 790 8466
Examinator fér dvriga linjer: Jan Grandell, tel. 790 7136

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik. L. Rade - B. Westergren:
Mathematics Handbook for Science and Engineering. Réknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrédkningar skall vara sa
utforliga att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors noggrannhet.
Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poédng. Grénsen for godként &r
preliminért 25 poéng.

Resultatet anslas senast torsdagen den 16 september 1999 pa Matematisk statistiks anslagstavla i
entréplanet, Lindstedtsviagen 25, rakt fram innanfér porten.

Ingen kontrollskrivning far tillgodordknas vid denna tentamen.

Eventuella klagomal pa bedomningen av tentamen skall ldmnas till Elevexpeditionen senast sju
veckor efter den dag da tentamen &gt rum.

Lycka till!

Uppgift 1

Waloddi Weibull, som var professor vid KTH, gjorde viktiga insatser bl.a. vid studiet av ut-
mattningsfenomen av maskinelement. Efter honom ar den s.k. Weibullférdelningen uppkallad; en
stokastisk variabel X séges vara W(A, §)-fordelad, dér A och 8 > 0, om

1-— e*()‘x)ﬁ, for z > 0,

0, annars.

Fx () :{

Ett system bestar av tva komponenter med livslingder som ar W(A, 8)-fordelade. Livslingderna
ar vidare oberoende stokastiska variabler. Systemet fungerar sa linge som bada komponenterna
fungerar.

Bestam fordelningsfunktionen for livslingden hos systemet. (10 p)
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Uppgift 2

I en ergonomisk undersékning av ett experimentellt tangentbord for arbetsstationer har man rekry-
terat 31 mycket rutinerade operatorer och for var och en av dem provat sig fram till den bekvamaste
hojden ;, ¢ = 1,...,31, (métt i cm fran golvnivan) for armstédet. Den genomsnittliga observerade
héjden ; (z1 + ... + 231) blev lika med 80.0 cm.

Vi modellerar de 31 observationerna som oberoende stickprov fran en normalférdelning N (m, 2.0).
Testa med ett tvasidigt test med risknivan 5 % hypotesen

Hp:m =815 (cm)
mot
Hy:m#81L5 (cm).

Det skall klart framga om hypotesen Hg forkastas eller ej. (10 p)

Uppgift 3

Nederbordsméangden i mm under ett dygn kan betraktas som en stokastisk variabel X. Det galler
att
X=YZ7

dar Y och Z ar oberoende stokastiska variabler med foljande egenskaper
PY=0)=1-p, P(Y=1)=p, 0<p<loch P(Z>z)=e"™ >0, m>0.
Detta betyder att sannolikheten att det regnar ar p, och om det regnar ar nederbérdsméngden en

Exp(m)-fordelad stokastisk variabel.
(a) Berdkna E(X) och V(X) som funktioner av p och m. (5 p)

(b) Antag att nederbérdsméngderna under olika dygn &r oberoende likafordelade stokastiska vari-
abler som alla har samma fordelning som X ovan. Vi har ur nederbdrdsdata erhallit vardena
E(X) = 1.5 och V(X) = 6.75 (svarande mot m = 3 och p = 1/2 i a-uppgiften. Detta kan vara
en bra kontroll for Dig som riknat a-uppgiften). Berdkna med lamplig och vélmotiverad approxi-
mation sannolikheten att den totala nederbordsméngden under ett ar (=365 dagar) Gverstiger 500
mm. (5 p)

Uppgift 4

I vissa problem i partikelfysik méter vi foljande sannolikhetstathet

1
— (14 0x —-1<x<1,
() = {  (1+07)

0 for ovrigt,
dir —1 < 6 < 1 &r en okénd parameter. Lat zi,...,z, vara utfall av oberoende stokastiska
variabler X1, ... ,X,, respektive, som alla &r fordelade enligt denna férdelning.
(a) Harled minsta-kvadrat-skattningen (MK-skattningen) av parametern 6. (5p)
(b) Utred om MK-skattningen &r vintevirdesriktig. (5 p)
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Uppgift 5

En grupp av matematiklarare vid en storre teknisk hogskola har utvecklat ett nytt diagnostiskt
prov i matematik, som de s.k. 'nollorna’ (dvs. de nyintagna studenterna) skall ta. Man tror att det
diagnostiska provet ar av sadan svarighetsgrad att 40% av alla ’nollor’ kommer att fa underkéant i
provet, 40% kommer att fa betyget 3 och resten kommer att fa 4 eller 5.

Man gjorde ett slumpmassigt urval av 200 'nollor’, som skrev det diagnostiska testet. Det visade
sig att 60 ’nollor’ fick betyget 3 och 45 'nollor’ fick 4 eller 5 och de 6vriga blev underkénda.
Testa med y2-metoden pa den approximativa risknivan 5 % om den tinkta betygsfordelningen
verkar vara forenlig med ovanstaende resultat. (10 p)

Uppgift 6

Datachefen vid en tarningsfabrik meddelar néjt att han nu ”sédkrat” den datoriserade maskinen
for automatisk malning av tdrningarna infér 2000-talet. Detta ma vara sant, men maskinen blev
felprogrammerad pa sa sitt att den nu pa varje tarningssida malar nagot av talen 1,...,6 helt
slumpmassigt, dvs den malar nagot av talen med samma sannolikhet, och oberoende av vad den
malat pa tdrningens 6vriga sidor. Datachefen tar nu en tarning fran den felprogramerade maskinen.

(a) Vad ar sannolikheten for att han far en sexa i ett kast med térningen. (3 p)

(b) Vad &r sannolikheten for att han far tva sexor i tva kast med tarningen. (7p)
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Uppgift 1

Lat X; och X, vara livslingderna hos komponenterna och lat Y vara livslingden hos systemet.
Da géller, for y > 0

Fy(y) =1—=P(Y >y)=1-P(X; >y, Xa >y) =1 - P(Xy >y)> =1 — (1 — Fx(y))’

—1-(1-(1- e—(Ay)B))Q —1_ (e—(Ay)B)Q — 1 20w)"
dvs Y ar W(21/9\, B)-fordelad.

Uppgift 2

Eftersom standardavvikelsen ¢ = 2.0 &ar kéind, bildar vi ett tvasidigt konfidensintervall med konfi-
densgrad 95 % enligt A -metoden. Detta intervall ar

1 o
+ A\ C— =
31 (14 ...+ x31) 0.025 /31
2.0
=80.0+£1.96- — = 80.0£ 0.7 = [79.3,80.7].

V31

Eftersom m = 81.5 inte ligger inom detta intervall kommer Hy att férkastas.

Uppgift 3

(a) E(X) = E(YZ) = (p g aoberoendet) = E(Y)E(Z). Vi ser att E(Z) = m eftersom Z &r
Exp(m) och E(Y) = (1 —p)-0+p-1=p vilket ger E(X) = mp. Vidare ir E(X?) = E(Y?Z?) =
(p g a oberoendet) = E(Y?)E(Z?). Eftersom V(Z) = E(Z?%) — (E(Z))? och Y2 =Y (som ger
E(Y?) = E(Y)) far vi dirfor E(X?) = p-(m?+m?) = 2m?p som ger V(X) = B(X?) - (E(X))? =
2m?p — (mp)? = m’p(2 — p).

(b) Lat X; = nederbdrden dag nr j, j = 1,2,...,365 och S35 = X1 + Xo + - -+ + X365. Enligt
centrala gréansvardessatsen ar Ssgs approximativt

N (E(S365), D(S365))-fordelad = N (365 - 1.5, v/365 - 6.75 )-fordelad

och saledes far vi den sokta sannolikheten

S365 —365-1.5 500 —365-1.5
P(S365 > 500) = P( 365 >

>
V365 -6.75 V365 -6.75

500 — 365-1.5
~1- <1><—> ~ 1 — ®(—0.956) = $(0.956) ~ 0.83.
V365 -6.75
Uppgift 4
(a) MK-skattningen fas som det varde pa # som minimerar

n

Q) = Y (2 — B (X,)).

=1
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Vi behover ta fram virdet pa E (X;) som funktion av . Hér géller

E(Xi):/oox-f(x)dx:%/lx-(l—&-em)dm

och

-1l 5L

Saledes har vi fatt

=1
vilket ger
n n 0
dowi— 3=0,
i=1 i=1
eller
n-6 "
—_— = xZ;.
3 i=1
Detta ger

SVAR:0* = %ZL ;.

(b) Véantevardesriktighet avgdrs genom att kontrollera om véntevérdet E(6*) dr lika med 6 eller

inte. Vi betraktar 8* som funktion av de stokastiska variablerna X,... , X, dvs.
. 3%
.

Fran ovan erhaller vi
o 3¢
E6*)=— E E(X;)=

n 4 :
i=1 =1

S pa)
n

[SSRIRS

Detta visar att MK-skattningen ar vantevardesriktig.

Uppgift 5

Vi vill testa Hy formulerad av matematiklararna, dvs.
Hj : P(underként) = 0.40, P(betyg 3) = 0.40, P(betyg 4 eller 5) = 0.20.

2
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x2-metoden ger teststorheten

(95—200-0.4)2 (60 —200-0.4)2 (45— 200 0.2)?
= == .4 7
@ 200-0.4 + 200-0.4 + 200-0.2 84375

Detta viirde pa teststorheten jaimfors med en troskel eller en 0.05-kvantil for y2-férdelningen med
3 — 1 = 2 frihetsgrader, vilket ger

Eftersom @ = 8.4375 > X3 45(2) = 5.99, kommer vi att forkasta Hy.

Uppgift 6

Uppgiften gar sikert att 16sa pa manga olika sétt. Vi ska ge tva losningar av olika karaktér. Pa
en tentamen ska dock aldrig alternativa losningar ges.

”Betingningslosning”:

Lat X vara antalet sexor pa pa tarningen. X &r Bin(6,1/6)-fordelad, vilket innebér att E(X) =
2 _

g- % = 1101Ch att V(X)=6- %% = 5/6. For senare bruk noterar vi att E(X?) = V(X) + E(X)? =
(a) .
k E 1
P(sexa):ZP(sexa|X:k = :ZEP :%:E.
k=1 k=1
(b)
: 5 k2 E(X?) 11 1 11
P(tva sexor) = ZP(tvfi sexor | X = k)P Z %P = —5% "6 %78
k=1 k=1
”Resonemangslosning”:

(a) Oavsett vilken sida av tdrningen som kommer upp sa ar sannolikheten for en sexa 1/6.

(b) Vi skiljer pa fallen da samma sida kommer upp i de bigge kasten, vilket sker med sannolikhet
1/6, och da olika sidor kommer upp. I det sista fallet ar resultaten oberoende. Detta ger

P(tva sexor)

= P(tva sexor | samma sida) - P(samma sida) + P(tva sexor | olika sidor) - P(olika sidor)
111 5_(1 5)1 1111

6673 6 6)36 - 6 36 216



