Normalférdelningen

En stokastisk variabel X sdgs vara normalférdelad med parametrar m och ¢ > 0 om
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for alla x. Lds gérna beviset 1 boken att detta &r en giltig tathet, dvs. integrerar sig till 1. Kodbe-
teckning X ar N(m, o).

Detta &r tvivelsutan den viktigaste och mest fundamentala férdelningen. En av anledningarna ar
att den har en rad trevliga matematiska egenskaper, men framfor allt, det viktiga resultat som gar
under namnet Centrala gransvirdessatsen som séger att summor av (oberoende och likaférdelade)
stokastiska variabler dr approximativt normalfordelade.

Fordelningen dr symmetrisk runt m sa alltsa dr parametern m ingenting annat &n véntevérdet,

E[X] = m. Vidare sa &r
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eftersom det sista dr integralen for en téthet for en normalfordelad stokastisk variabel.
Fordelningsfunktionen for en normalférdelad stokastisk variabel X
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finns inte pa nagon sluten form. Vi skall se hur vi kan klara oss med med fallet m =0, o = 1.

Sats. Lat Xi,...,X, vara en sekvens av oberoende, normalférdelade stokastiska variabler, och
ai,...,a, och b konstanter. Da &r

Y=a1 X1+ -4a,X,+b
normalfordelad, Y dr N(m, o), med viintevirde
m=E[Y]=E[m1 X1+ -+ aXn+b=a1E[X1]+ - +a,E[X,]+b

och varians
2 =VY)=a?V (X)) +---+d’V(X,).

Alltsa,

Y ar N (alE [(X1] 4+ -+ anE[Xn]) + b,4/a3V (X1) + -+ a2V (Xn))

och linjarkombinationer av oberoende normalfordelade stokastiska variabler &r normalférdelade
med rétt véntevirde och rétt varians.

Om X &r N(m, o) sa har




vintevirde E[Z] = E [£=2] = L(E[X] — m) = 0 och varians V (Z) = £V (X) = 1. Satsen séiger
att Z &r normalférdelad och )
— —a?/2 _
z) = e = ¢(z).
En normalfordelad s.v. med vintevirde 0 och varians (standardavvikelse) 1 séigs vara standardnor-
malfordelad. Dess tathetsfunktion betecknas av Blom med ¢(z) och dess férdelningsfunktion med

®(x) =P (Z < xz).

Notera att

g g g

FX(x):P(ng):P<X_m§x_m>:@(m_m).

Sa for att rdkna ut fordelningsfunktionens vérde i en punkt for en godtycklig normalférdelning
oversétter vi den till motsvarande punkt fér en standardsnormalfordelning. Funktionen @ finns
tabulerad i formelsamlingen.

Vi skall ofta l6sa ekvationer av typen: for ett givet « finn det virde z sa att
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1.P(Z>2)=P(Z
Z < z)

2.P(Z<z)=P(
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3. P(Z]>2) =P(Z]>2) =a

Dessa virden pa z bestiams av kvantiler \, i standardnormalférdelningen definierade av
1-®(\y) =a.
och finns tabulerade i boken. Man kan observera att
O(—z)=1-—P(x)
& AM—q = —Aa-

Vi har att

1. P(Z>2)=1—®(2) =a ger z = A,
22.P(Z<z2)=P(2)=agerz=AN_q ="

3. P(|Z] > z) =a ger z = Ay ).

Sats (Centrala grénsvirdessatsen (CGS)). Lat X, X5,... vara en sekvens av oberoende,
likaférdelade stokastiska variabler med vintevirde m och standardavvikelse o. Da giller att
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har viantevirde 0 och standardavvikelse 1 for alla n.

Notera att variabeln

Man anvénder konvergensen for att sédga att

n
> X, —nm
k=1

av/n



ar approximativt N(0, 1), eller

approx

ZXi ar  N(mn,/no)
k=1

for stora viarden pa n, dvs summor av stokastiska variabler dr approximativt normalférdelade.
Hur stort n skall vara for att approximationen skall vara bra beror pa férdelningen for de stokastiska

variablerna. Symmetriska fordelningar konvergerar snabbare én assymetriska.

Anmdrkning. Det dr mojligt att tilldta variablerna ha olika fordelning (ett tillrdckligt villkor
ar t.ex. om E [X]] < oo f6r ndgot v > 2). Man kan dven tillata ett visst beroende variablerna
emellan.

Exempel: Lat X1, X5, ... vara resultatet av oberoende tdrningskast. P (X = k) = % for k =

1,...,6. Nedan visas fordelningarna fér summan av 1,2,3,5,10 och 50 tarningskast.
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Binomialférdelning och dess sliaktingar

Hypergeometrisk férdelning



En stokastisk variabel X ségs vara hypergeometriskt fordelad om

(Np> <N(1 —p))
k —k
px(k) =P(X =k) = o
n
for k = max(0,n — N(1 —p)),...,min(Np,n), dir N, Np och N(1 — p) ir icke-negativa heltal och
0<p<L

Modellsituation: Av N enheter vilj ut n pa mafa utan aterliggning. Om s enheter har en viss
egenskap, lat X vara antalet enheter med egenskapen bland de n utvalda. Da &r enligt multiplika-

tionsprincipen
()G )
k)\n—k
P(X=k)= —
n
Med p = s/N, andelen enheter med egenskapen, erhalls det tidigare uttrycket.

Man kan visa att
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