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Losningsforslag till valda uppgifter i

SANNOLIKHETSTEORI och STATISTIKTEORI med TILLAMPNINGAR
av Blom, Enger, Englund, Grandell & Holst.

Version 28 februari 2005

Fel i 16sningarna mottages tacksamt till mattsson@math.kth.se.

Notera att 16sningarna pa vissa stéllen utnyttjar andra, mer fullstindiga, tabeller &n vad som normalt
ar tillgingliga for studenterna. Dérfér kan t.ex. kvantiler i normalférdelningen och ¢(n)-fordelningar i
l6sningarna vara bestdmda med mycket god nogrannhet.
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Definitionen &r att en skattning 6%, .

dr vintevirdevirdesriktig skattning av en parameter § om E (6*) = 0.

1. Nej, skattningen 6%, = 6*(x1, ..., z,) kan vara vilken funktion av z1, . . ., z,, som helst, inte nédvandigt-

vis ett medelvirde.

2. Nej, inte heller ett viktat medelvirde. Tag som exempel skattningen s? av variansen for en stokastisk
variabel.

3. Ja, en tolkning av véntvirdet F (0*) &r att det dr det genomsnittliga virdet av ett stort antal forsok.
(Stora talens lag séger att medelviirdet konvergerar mot vintevérdet.)

4. Nej, av flera skil. Ett — det finns ingenting i vintevirdesriktigheten som séger att det dr ett vintevirde
som skattas. Tva — skattningen 67, . &r ett utfall av en stokastisk variabel och ger olika skattningar i
olika forsok.

5. Nej, skattningen 67, &r ett utfall av en stokastisk variabel och ger olika skattningar i olika forsok.

6. Ja, detta ar definitionen av vintevirdesriktighet.

Lat xq,...,x, vara batteriernas uppmétta livslingder. Vi modellerar dessa som utfall av oberoende och
likaférdelade stokastiska variabler X1,..., X,, med u = E (X;) och 02 =V (X;).

Vintevirdet p skattas med

och variansen o2 med

s? = nili(xi—ff = nil ((ixf) —n;?Q) = 1.7,

i=1

det vill sidga, standardavvikelsen o skattas med s = /1.7 = 1.3038.

Skattningen %, . = ¥ &r ett utfall av stickprovsvariabeln

som har vintevarde

vilket visar att skattningen p7, . &r véntevardesriktig, och varians
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V(X)=V (ﬁ ZXZ> = {oberoende} = — ZV(Xi) - %,
=1 i=1



det vill siga D (X) = o/+/n. Standardavvikelsen D (X) = o/\/n skattas med s//n = 0.5831 och kallas
for medelfelet for z.

11.3 Lat X beskriva uppmitt halt av &mnet. Modell:
X = halt + métfel =+ €
dér e #r en stokastisk variabel med E (¢) =0 och D (¢) = 0 = 0.5. D& ér
EX)=E(u+e=p+E()=npn

och V(X) =V (u+e€) =V (e = o?. Skattningen T av p beskrivs av stickprovsvariabeln

som har

det vill sdga T ar en véantevardesriktig skattning av u, och

2

— 1 n 1 n
V(X)=V <ﬁ ZXZ> = {oberoende} = — ZV(Xi) - %.
i=1 I

2

=0

Om n #r stor sa &r y ., X; approximativt normalférdelad, det vill séga,

X #r approximativt N <u, %) .
Alltsa &r
- - -025 X -—p _ 025
P(|X—p <02 = P(-025<X-—nu<025)=P < <
(X-4<025) = P(oz<X-pso) =72 Tk < T2)

~ ®(0.5v/n) — @ (—0.5v/n) = 2% (0.5y/n) — 1 = 0.99.
Alltsa dar 1 — @ (05\/5) =0.005menl—® (/\0_005) = 0.005 déar )\0_005 = 25758, vilket ger

/\ 2
0.50v/70 = Xo.0o5  eller n:(%> = 26.54,

alltsa vélj n > 27.

Om man inte kan forutséitta normalférdelning ger Tjebychovs olikhet en 6vre grins for vad n behdver

vara. (_) )
_ V(X o /n
. = — . < =
0.01 =P (|X —pu| >0.25) < 095~ 0252
Vilket ger
T
< =
"= 0252001 :

det vill sdga oavsett fordelning behéver inte mer #n 400 métningar goras.

Det dr viktigt att se skillnaden pa p, parametern i fordelningen, z, skattningen av parameterns vérde,
och X, den stokastiska variabel som beskriver skattningen.

11.4

11.5 Lat X; och X» vara oberoende och binomialférdelade, X; dr Bin(1, p), i = 1,2, med observerade viirden
x1 respektive zo. Da dr E (X;) =p och V (X;) = p(1 —p).
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Lat

" . xr1 + 22
Pobs = T1 OCh Pops = 5
Dessa skattningar modelleras av
X1+ X
p*=X; och p= %

Mojliga virden pa X; dr {0,1} sa mojliga vérden pa p* ges av {0,1} medan f6r p dr det {0,1/2,1}.
b) Vi har att

_ L _pr. . p_
5 = E(X1)+2E(X2)—2+2—p

B =By =p @)= (T30 =5

sa bada skattningarna p}; . och Pobs ar véntevirdesriktiga.

c¢) Vidare sa ér, eftersom X7 och Xy ér oberoende,

p(1—p)
PR

5 =—V(X1)+EV(X2)=

V(p") =V (X)) = p(1 - p) w):v(M) !

Eftersom V (p) < V (p*) for alla p € (0,1) &r skattningen pops effektivare dn skattningen pf ..

11.6 Lat z1,...,x, vara utfall av oberoende N(pu, o)-fordelade stokastiska variabler X1,..., X,,. Vintevirdet
1 skattas dels med
T1+ 22

phs =T och dels med flobs = 5

a) Bada dessa skattningar ér viinteviirdesriktiga eftersom

E(p) = E(X) :EGZX) = %ZE(Xi): %n/Fu
i=1 i=1

och
) =B (2 1 1 BB
B =B (500+X)) = 30 + B0 =B+ b=
b) Eftersom X, ..., X,, &r oberoende sa &r
* Eva ]- - 1 - ]. 2 0'2
V(M):V(X):V<E;Xi>ZEEV(XH:ETLU =
och
Vip)=V 1(X + X») —IV(X)-g-lv(X)_UQ
H) = 2 1 n —4 1 4 n) = 2

Om n > 2 &dr V (p*) < V(1) och skattningen p}, = &r effektivare &n skattningen fions. Notera &dven att
V (1*) — 0dan — oo medan V (f1) &r konstant, sa skattningen p; - dr en konsistent skattning av p men
i1 ar det inte.

11.7 Den stokastiska variabeln X #r binomialférdelad, X &r Bin(n,p) och Y édr hypergeometriskt fordelad, YV
ar Hyp(N,n,p). Lat p* = X/n och p =Y/n.

a) Da ér * . X
B)=E (%)= 1B(X) = L=y
och
Vi) =V (1K) = 5V (X0 = (i - p) = X0



Vidare sa ar

P Y 1 1
E(p)—E(—):—E<Y>=—np:p
n n n
och
= 1 1 N-n p(l—p) N-— N —n
= -Y )| =— Y)= 1-— . = *

Vi = v (5r) = v = -y = B Sy T2
——
<1

< V(p),

med likhet endast om n = 1.
b) Forn > 14r V (p) <V (p*) och skattningen pDops ér effektivare &n skattningen pf ..

c) Med observationer erhalls skattningarna pj,. = Pobs = 23/100 = 0.23 av andelen.

Stickprovsvariablernas varianser skattas med hjilp av skattningarna av p. Det vill séga,

. p1-p) 0.23-(1—0.23)
=——=2 gkatt d —— = =0.001771
V(p") - skattas me 100 0.00
och (1-p) N 0.23 - (1 — 0.23) 1000 — 100
. pl—=p) N—n 23-(1-0. -
— k = 0.00160.
V (p) — ~_1 ° attas med 100 1000 =1 0.00160

Detta medfor att standardavvikelserna D (p*) och D (p) skattas med 0.0421 respektive 0.0399. Dessa
skattningar kallas f6r medelfelen for p¥, . respektive pobs.

11.8 Att 67, och Oops Ar viantevardesriktiga skattningar av en parameter 6 betyder att motsvarande stick-
provsvariabler uppfyller E (6*) = 6 och E (é) = 6. Med skattningen

Oobs = aﬂ;bs =+ (1 — a)ﬂobs
(5) = & ( ) =a B @) 11 -0 2 ()
E(0)=FE(a0"+(1—a)f)=aE@)+(1—a)E(0) =16
=0 !

for alla viirden a, s& fops 4r en vintevirdesriktig skattning av 6 oavsett viirdet pa a. Vidare sa &r

14 (9) =V (a9* +(1- a)é) = {oberoende} = a2w+(1 —a)’V (9)

= d’of +(1-a)’c} = g(a),

en funktion av a. Den effektivaste skattningen erhalls om a viljes sa att variansen g(a) minimeras. Detta
a bestdms som l6sningen till

d
0= %g(a) =0?-2a+02-2(1—a)(—1)=2 [a(a% +03) — ag] ,
dér 16sningen ar
2
__ 92
0’% —|—o§'

Teckenstudium av andraderivatan visar att det ar ett minimum som vi fatt fram. Alltsa, den effektivaste
skattningen fas om

2 2

gb_ 03 £ 01 éb

obs — "5 2 Yobs 2 2 Vobs-
oi + 03 i+03



11.9 Lat xz4,...,x, vara utfallen av de stokastiska variablerna Xi,..., X, som antas vara oberoende och
N(p, o)-fordelade.

a) Om p #r kiind sa kan variansen o2 skattas med (62)ops dér

(6o = 5 D1 = 0

Denna skattning dr viantevardesriktig eftersom

E(&%:E(%Bxi—w) LS B W) = Lot o2
=1 v

i=1

Med de n = 4 observationerna x1,...,x4 och g = 1457.0 sa ar

n

1
(6%)obs = = > (i — 1457.0)* = 0.8175.

=1

b) Om p 4r okind maste vintevirdet skattas. En vintevirdesriktig skattning av o2 #r s? dir

n

1
2 _ =2
S—n_lg(ml Z)°.

=1

vilket, d& p skattas med Z = 1457.4, ger skattningen s? = 0.84917.

Att s? dr vinteviirdesriktig ges av foljande utrikning.
) E( ZX2—2XX +X>

b - oS
) () )
9

(e
e ((S) o)) o (s (5) o)
- ((Zr0) o) (o) )

np? +no® —np’® — o) = (n—1)o? = o2
n

n
1

[

HM~ HM

[t

[

I
—

-1

3

c¢) Nej, av utrékningarna ovan framgar att endast £ (X;) och V (X;) har utnyttjats.

11.10 Den stokastiska variabeln X har sannolikhetsfunktion px (k) = (1-0)¥ 10 fork = 1,2,3,...dir0 < 0 < 1.
Lat x1,...,x, vara ett stickprov av X.

a) Da observationerna ér utfall av oberoende stokastiska variabler blir Likelihoodfunktionen
LO) = pxi, X (@, @0) = pxy(@1) - px, (@) = (L= 07710 (1-0)* 710
= T,

b) Vi soker det viirde pa € som maximerar L(#). Det ir samma viirde som maximerar den logaritmerade
likelihoodfunktionen

In(L(#)) = nln(d) + In(1 — <Z T — n) .
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Detta maximum bestdms som 16sningen till

d d - noo1 (T
0 = @hl(L(G)) =2 [nln(ﬁ) +1n(1 - 06) <§ml - n)] =2 1-9 (;ml —n)

=
= g 1)

Alltsa dr 6 = 1/Z det virde som ger maximum. (Kontroll av andraderivatan ger att det verkligen &dr ett
maximum som erhallits.) Alltsa, ML-skattningen av 6 &r

* pr—
obs —

K|~

Med (z1,...,2,) = (4, 5, 4,6, 4, 1)irZ =4 o0ch 0" =1/ =1/4.

obs

Notera att X #r flg(f)-fordelad och har viintevirde E (X) = 1/6. Om detta viintevirde skattas med = fas
0% = 1/Z som skattning av 6.

11.11 Den stokastiska variabeln X har tathetsfunktion
fx(@)=0(1+2)", x>0,

dér mojliga virden pa parametern 6 dr 2, 3 eller 4. De tre mojliga tiatheterna fér X visas i figuren nedan.

ESESS
e
=

téthet, fx(x)
—_ [V
o o o
T T

-
T

0.5

0 1 1 1 1 I I {
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

De tre olika tétheterna motsvarande parametervirdena 6 =
2,3, 4.

Med stickprovet z1, zo blir likelihoodfunktionen
L(0) = px, xa (01, 22) = px, (21)pxs (2) = O(1+ 21) O TVO(1 4 )~ 0D = 02 [(1 + 21) (1 4 w2)]"HY
Med observationerna (z1,29) = (0.2, 0.8) blir L(#) = 6% - (2.16)~(?*+1 och

Parameter  L(0)
0=2 0.39692
0=3 0.41345
0=4 0.34029

sd valet 0 = 3 ger maximum. Alltsa, ML-skattningen av ¢ &r 07, . = 3.

11.12 Lat 1, ..., x, vara antalet telefonsamtal under olika dagar. Vi ansétter modellen att x1, ..., x, ir utfall
av oberoende Poisson(u)-fordelade stokastiska variabler Xy, ..., X,,.

Maximum likelihoodskattningen av p dr det véirde pa p som maximerar

Z1 . /’L$n — MZ?:lmi

L(:u) = PXi,..Xn (371, cee ;xn) =PXx, (371) o PX, (xn) =
6

! Tp! z1!- -z



Det &r samma g som maximerar

D m n n
_ H —np\ _ o ,
In(L(p)) = In (me “) = In(p) ;xz N ;hl(a:%!).
Detta maximum bestdms som det p som 16ser

d d 1
0= o In(L(w)) = a [ln(,u) z:xl —np— Zln(a}ﬂ)] = m le -n

vilket ger p = %Z?:l x; = Z. Kontroll av andraderivatan ger att detta &r ett maximum. Skattningen

W = T av u beskrivs av stickprovsvariabeln p* = X som har

EX) =Y BX)=-Yn=p
=1 =1

vilket ger att Z dr en vantevirdesriktig skattning av u, och

n

14 ()_() =V <% éXz> = %V <§;X1> = {oberoende} = %ZV(XZ) = %’

i=1

det vill séiga D (X) = \/pu/n.
Med observationer z1, ..., xs:
115 82 108 106 118 87 99 92

fas skattningen z = 100.88. En skattning av D ()_() = \/p/n ges av

\/uobs _ \/100.88 P
n 8

11.13 Lat x1,...,x, vara de uppmiitta tiderna mellan fel hos den komplicerade tekniska utrustningen. Med
modellen att z1,...,z, dr utfall av oberoende exponential(\)-fordelade stokastiska variabler Xi,..., X,
ar likelihoodfunktionen

och kallas for skattningens medelfel.

LON) = fxpox, (@1, xn) = fx (1) - fx, (2n) = Ae ™A% \e ™A = \Pem AL @i

Det virde pa A som maximerar L(A) dr samma som maximerar

In(L(\)) = In (A%*A pon w) = nln(A) =AYz, = nln(\) - Anz.
=1

Nl
—nT

Maximum bestédms som det A som loser
d d _ n _ 1 _
0= aln(L(A)) = [nIn(X) — AnZ] = N nE=mn (X — a:) ,

det vill séiga A = 1/Z. Kontroll av andraderivatan ger att detta &r ett maximum. Skattningen A\’ = 1/7
av A beskrivs av A* = 1/X. Den har for ¢ > 0 fordelningsfunktion

Fa(t) =P\ <) :P<% <t> =P (zn:X > %) =1 Fyx,(n/t)
i=1

7



det vill sdga

far ) = L Fre(6) = T2 s, /).

En summa av n stycken oberoende exp(A)-fordelade stokastiska variabler har téthet

n, n—1
ANz g

. = >
fsx (@) Ty © x>0,
: A" (n/t)" "
B 2 np /) i -
fae(t) = S . t>0.
Alltsa ar
> AN/ g APy
E()\* — / tf)\*tdt:/ 77 e 77«/dt: u=n/t :’I’L/ 22 Mg
S L A fu=n/th=n | =56
= )= (-0 - D= o [T A e =
= n)=(n n =7 T u_n_l
=fy(u)

vilket visar att skattningen inte &r véntevérdesriktig, men att (n — 1)A% . /n &r det. Tétheten fy (u)
var tétheten for en summa av n — 1 stycken oberoende exp(\)-fordelade stokastiska variabler och den
integreras till 1 6ver intervallet [0, c0).

11.14 Lat x4, ...,x, vara utfall av X1, ..., X,, dir de stokastiska variablerna &r oberoende och har tithetsfunk-
tion
fx(x)=02""1 0<z<l.

Likelihoodfunktionen blir
L0) = fx,,..x,(®1,...,2,) = {ober.} = fx, (1) fx,(zn) = 9;6?71 e 9952_1 =0" (1 -- -xn)efl )

Det dr samma 6 som maximerar

I(L(0) =1 (6" (21 20)" ") = nln(@) + (0 — 1) Y In(a:).
i=1
Maximum bestdms som det 6 som léser

n

nin(@) + (6 — 1) Zln(xi)] = % + Zln(mi)

i=1

det vill siga § = —n/> " In(z;). Kontroll av andraderivatan ger att detta &r ett maximum. (No-
tera att In(z;) < 0 for 0 < z; < 1.) Alltsa, maximum-likelihoodmetodens skattning av 6 &r 6% =

—n/ 32y In(@s).

11.15 Lat xq,...,x, vara utfall av X;,..., X,, dir de stokastiska variablerna #r oberoende och Rayleigh(a)-
fordelade, det vill séiga har tdthetsfunktion

fx(x)= (x/a)efﬁ/% x> 0.
Likelihoodfunktionen blir

x Tn 22 o0
L(a) = fx1,..x,(@x1,...,2,) ={ober.} = fx,(x1) - fx, (xn) = ie*ﬁ/ga e Fe /2

Ty Ty Ly n 42
= — @ 2a4vi=1"i,

an

Vi soker det viirde pa a som maximerar L(a), och det dr samma a som maximerar

e Zy 1 e - 1«
In(L(a)) = In (%e L i:lz?) :—nln(a)—l—Zln(fvi)—%ZCE?.
i=1 ]

1=

8



Detta maximum bestidms som det a som loser

d

d 1< 42 1 , —1 1 <&
0=—-Wn(L(a)) = — | -nln(a +Zlnxl —2—§ 2 ———I—T“QZ%:—[TL—%Z%}

vilket medfor att a = ﬁ ¢, z7. Kontroll av andraderivatan ger att detta #r ett maximum. Saledes,

. - _ 1 5yn .2
maximum-likelihoodskattningen av a &r al, = 5- ) ., 5.

11.16 Lat X4,..., X, vara oberoende och likformigt fordelade pa intervallet [—6,6], § > 0, med observerade

virden x1, ..., Ty, det vill sdga de stokastiska variablerna har tédthetsfunktion

1
fX($):% for —0<z<84.

Maximum likelihoodskattningen &r det virde pa 6 som maximerar

L) = fx,,. x,(x1,...,2,) = {oberoende} = HfX, (x;) = H % =

i=1
for —0 < x1,...,z, < 0. Eftersom L(0) ér avtagande i 6 skall man gora 6 sa liten som mojligt. Kravet
—0 < x1,...,x, < 6, det vill siiga |z1|,...,|xs| < 0, gor att det minsta mdojliga viirdet pa 6 ges av
0 = max(|z1], .. ., |xn|) Alltsa, max1mum—hkehhoodskattmngen av 0 ar 0% = max(|z1|,...,|zn]).

Eftersom denna skattning omdojligen kan éverskatta 6 kommer den ha ett systematiskt fel, F (8*) < 6.

11.17 Den stokastiska variabeln X har tathetsfunktion

fx(x) =001 +z)"0F) >0,

dér mojliga viarden pa parametern 6 ar 2, 3 eller 4. Nu ér

° ° 0 —x 7 o 1
dx = —d S — N |
I A e e (o= A A =
[0 -1)1F 1
Q4] -1
Med n = 2 observationer (x1,x2) = (0.2, 0.8) dr minsta-kvadratskattningen av 6 dr det viirde som

" Q) = Z(a} - E(X;)? = (o.z — ﬁ)g (0 8 — 9711)2

i=1

E(X)

For de olika virdena pa 6 erhalles
Parameter Q(6)

0=2 0.68
0=3 0.18
0=4 0.24

sa valet 0 = 3 ger minimum. Alltsd, MK-skattningen av ¢ &r 7, . = 3.

11.18 Lat X, X5, X3 beskriva métningarna pa vinkeln AOC och X4, X5 pa vinkeln AOB. Modell: X;,...,X,
Ar oberoende och

E(X))=E(X3)=FE(X3)=01+0, E(Xy)=FE(X5) =6

och V (X;) = o2. Minsta kvadratmetodens skattning av (01, 6) #r det virde pa (61,62) som minimerar

Q(01,0:) = Z(xz —E(X:)? = (21— (01 +02))* + (22 — (61 +02))* + (z3 — (01 + 62))?

+ (£U4 — 91)2 + (£U5 — 91)2.
9



Derivering med avseende pa 61 och 05 ger

%Q(Hl’ 92) = —2(581 — (91 + 02)) — 2(582 — (91 + 02)) — 2(583 — (91 + 92))
— 2($4 — 91) — 2(1‘5 — 91)
5
= =2 lz Ty — 591 - 392]
87@(91, 92) = —2(581 — (91 + 02)) — 2(582 — (91 + 02)) — 2(583 — (91 + 92))
2

= =2z + z2 + x3 — 361 — 309]
Satts derivatorna till 0 fas ekvationssystemet

501 + 302 = 21 + @2 + 3 + T4 + T5
301 + 305 = x1 + xo + X3

med 16sningen

* T4+ T5 " 1+ 2o + a3 .
(67 )obs = (63)obs = ———2—— = (6] )obs-
2 3
b) Skattningen (67)ons dr viintevirdesriktig ty
§ 1 1 1 1 1 1
E(07)=E (§X4 + §X5> = §E (X4) + §E(X5) = 501 + 501 = 0,.
Vidare sa ar
. 1 1 1 A 1 1 .
E0;) = E(3Xi+3Xe+3X—01) = E(X)+ 3B (Xo)+ 3E(Xs) - E(07)

1 1 1
= 5(91 +62) + 5(91 +62) + 5(91 +62) -0, =0,
sa dven (0%)ops ar vintevirdesriktig.

¢) Skattningarna (67 )obs och (65 )obs &r utfall av stokastiska variabler med varians

. 1 1 1 1 , o?
Vi =V <§X4 + §X5) = {oberoende} = —cr + 5507 =
respektive
" 1 1 1 . o2 o2
V) =V 3X1+3X2+3X3 —{ober}——a —1—3—20 +3—20 + (—1)? 1/'(91):?4_7
_ 5,
= 5o
11.19 Lat x4, x2, x3 vara méitningar pa vinkeln vid B och x4, .. ., 27 de vid C. Minsta-kvadratmetodens skattning
av 6 dr det virde pa 6 som minimerar
7 3 7
Q) = Z (X))? = Z(xi — )2+ (x; — (90 - 0))?

0P a0+ (ra— 0
+ (4= (90 = 0))” + (w5 = (90 = 0))* + (w6 — (90 = 0))* + (w7 = (90 - 0))*

Funktionens maximipunkt hittas genom att derivatan sétts till noll.

3 7

d%@(f)) = -2 Z;(x —0) 2> (90 — z; — 0)

=4
= —2($1+x2+x3+(90—m4)+---+(90—x7)—79):0.
10



Detta ger
. _ T4z +a3+ (90 —24) + -+ (90 — 27)
obs — )
7

= 61.17. Minsta-kvadratskattningen av vinkeln vid C blir da 90 — 61.17 = 28.83.

eller, med siffror, 67, =

Skattningen beskrivs av stickprovsvariabeln

X1+ Xo + X5+ (90 — Xy) 4+ (90 — X5) + (90 — X) + (90 — X7)

0" = -

Den har vintevirde

BE(0") — (X1 + Xo + X3 + (90 — X4) + (9(7)—X5)+(90—X6)+(90—X7)>
_ ; B (X3) (90— B (X)) 4+ (90— E(X7)) = 270 =6,
H/—/ N—_—— N—— N—— 7

=0 =0 =90—6 90—6

vilket innebér att skattningen 67, = &r véntevardesriktig. Vidare,

V(o) — V<X1+X2+X3+(90—X4)+(9(7)—X5)+(90—X6)+(90—X7)>
= %(V(Xﬂ—l—...+V(X3)+(—1)2V(X4)+...+(_1)2V(X7)) :(772
—— N ~

=2

sa D (0*) = 0/v/7=0.1//7 = 0.0378. Skattningen 90 — 67, _ #r ett utfall frin en stokastisk variabel med
samma standardavvikelse.

11.20 Lat 1, ..., x, vara mitningarna av vaglingden 6. Dessa métvirden &r utfall av de oberoende stokastiska
variablerna X, ..., X,, dir F (X;) = 6. Minsta-kvadratskattningen av 6 &r det virde pa 6 som minimerar

=375 éxz») (2: — B (X,))".

Med métningarna

x; | 79.1 80.0 81.3 819 817
100D (X;) | 2 1 2 3 1
fas
1 9 1 1 9 1 9 1 9
10000@(9) e ﬁ(ml — 0) + ﬁ(&?g — 0) + ﬁ(&?g — 9) + §($4 — 0) + ﬁ($5 — 0)
Losning av
d 1 1 1 47 47
0= 20 [10000@( )} = 4!E1 + xo + ZCC;), + §CE4 + x5 — 1_89] |:210 9— —9:|

ger skattningen 0% = 210.9 - 18/47 = 80.77 Angstrom.
11.21
11.22

11.23 Lat « = 16 vara ett utfall av en binomialférdelad stokastisk variabel X, X dr Bin(n, p) dir n = 25.

ML-skattning: Den logaritmerade likelihoodfunktionen &r

In(L(p)) = In ((Z)) +zIn(p) + (n — z) In(1 — p)

sa 1osning av
d T n—x 1
0=—In(L(p)) =—— = T —np
dp (Lp)) p 1-p p(l—p)[ )

ger, da p(1 —p) # 0, att p = z/n. Alltsa, maximum-likelihoodskattningen &r p’, . = x/n.
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MK-skattning: Vintevirdet £ (X) = np sa minsta-kvadratskattningen av p dr det vérde pa p som
minimerar

Q) = (z— E(X))? = (z —np)*.
Eftersom (z — np)? > 0 med likhet om = = np fas skattningen p’, . = x/n.
Med vérden fas skattningen pf., = z/n = 16/25 = 0.64

b) Skattningen p}, . = x/n ar ett utfall av en stokastisk variabel med varians

« 1 1 p(l—p
n ne e —~ n
=np(1-p)
sa standardavvikelsen dr D (p*) = /p(1 — p)/n.

c¢) En skattning av D (p*) = +/p(1 — p)/n ar

\/pobs(l — Pobs) _ \/0'64(1 —064) _ 096
- 2%

och kallas medelfelet for skattningen p¥, ..

11.24 Lat 7 och zo vara antalet fargblinda som forskare A respektive B har funnit. Vi ansédtter modellen att
x1 och xo &r utfall av oberoende stokastiska variabler X7 och X9 ddr X7 &r Bin(ni,p) = Bin(1000, p) och
X, ar Bin(ng, p) = Bin(2000, p).

Likelihoodfunktionen ar

n n
L(9) = b, xs 1,2 = {oberoende} = p, (el (az) = (7 ) (1= = (12 ) -

sa den logaritmerade likelihoodfunktionen &r

n(L(p)) = In ((”1) (”2)> + (21 + 22) In(p) + (1 + na — 21 — 22) In(1 — p).

I To
Losning av
d T + T2 (n1 + TLQ) — ((El + $2) 1
= —In(L = — = —
0= . n(L(p)) ’ 1 o0 =7) [(z1 + 22) = (n1 + n2)p]

ger skattningen p’, . = (z1 + 22)/(n1 + n2) = 201/3000 = 0.067. Notera att detta kan ses som att man
slar samman de tva observationsserierna till en och betraktar den relativa frekvensen av fargblinda i den
sammanslagna serien.

11.25 Lat x4, ...,x, vara antalet fartyg som passerat Helsingborg under tidsperioder av lingder ¢q,...,t,. Vi
ansitter modellen att x4, ..., x, ir utfall av oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler X1, ..., X,
dar E (Xz) = )\ti.

Likelihoodfunktionen blir
A" xe . At)™ e,

L) =px,,..x,(x1,...,2,) = {oberoende} = px, (z1) - - px,, () = o~ .

Det A som maximerar L(A) &r samma A\ som maximerar

n

Z (z; In(N) + z; In(t;) — In(x;!) — AE;) .

=1
Detta maximum bestdms som det A som loser

0= Hmeon =3 (2 -0) = () - (o)

i=1



vilket ger skattningen
D e Ti

* —_—

obs T n .
Zi:l ti

Med de n = 3 observationerna
Observationstid, #; | 30 30 40

Antal fartyg z; | 10 12 18

fas skattningen A%, . = 40/100 = 0.40 fartyg per minut.

b) Skattningen A}, . &r ett utfall av en stokastisk variabel med varians

" X; n
V)=V <Zl7771> = {oberoende} = % ZV (X;) = n)‘ ’
iz ti (i) S X

det vill sdga med standardavvikelse

11.26 Lat x = 32 vara antalet bostadssokande av n = 50 undersckta som redan har en bostad. Anséitt modellen
att x &r ett utfall av en hypergeometriskt fordelad stokastisk variabel X . Lat IV beteckna antalet personer

i bostadsko och p andelen av dessa som redan har en bostad.

Vintevirdet F (X) = np sa minsta-kvadratskattningen av p r det vérde pa p som minimerar
Qp) = (z — E(X))* = (z — np)*.

Eftersom (z — np)? > 0 med likhet om = = np fas skattningen p?, . = z/n.

a) Med virden fas skattningen p, . = xz/n = 32/50 = 0.64
b) Eftersom V (X) = np(1 —p)(IN —n)/(N — 1) &r skattningen p¥, . &r ett utfall av en stokastisk variabel

med varians x ) 1_p) N
* bl =D —-n
V)=V (Z)= v = Tpan
)=V (5) = v n =22 o

Standardavvikelsen D (p*) = /& (1;17 ) R=2 skattas dd N = 100 med
(1 — D) N —n \/0.64(1 —0.64) 100 — 50
= = 0.048242
\/ n N -1 50 100 -1 0.048

¢) och d& N = 1000 med

Pl =1 N —n \/0.64(1 —0.64) 1000 — 50
\/ n N -1 50 foo0—1 _ 086197

11.27

11.28

., Ty vara resultaten av métningarna av kvadratens sida. Dessa antas vara utfall av oberoende

11.29 Lat 21, ..
N(V0, 0)-fordelade stokastiska variabler dér o r kind och 6 #r kvadratens (okiinda) area.

Maximum-likelihoodskattningen av 8 &r det # som maximerar

LO) = fx,..x,(x1,...,2,) = {oberoende} = fx, (x1) - fx, (n)

R R ) N L S G O Lo

V2o Vamo
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Det dr samma 6 som maximerar

n n

In(L(6)) = In (H Lemﬂfﬂf) o ln(VZre) — = S (s — V)

202
i V2mo i=1

och detta maximum bestdms som 16sningen till
0= Lin(p) =~ S - v = (Z - —m) — (5 Vh).
df 2v/002 2v/002 = 2v/002

i=1
——
=nT

vilket ger v = 7 eller § = 72. Alltsa, ML-skattningen av @ &r 67, = (7).
b) Skattningen 6%, . &r inte véntevirdesriktig eftersom

E@)=E(X") =V (%) +(E(X)) =

2

men med éobs =72 — 02 /n fas en viintevirdesriktig skattning.

11.30 Lat X beskriva antalet dragna kulor med olika férg tills tva med samma firg erhalles. Mojliga virden pa

11.31

X ges av Sx = {1,2,..., N}. (Notera att antalet dragna kulor & X + 1.)

Hindelsen X = 1 &r att de tva forsta kulorna har samma firg, det vill siiga P (X = 1) = 1/N. Héndelsen
X =k, k> 1 ar att de forsta k kulorna har olika firg och kula k& + 1 har nagon av de tidigare k dragna
fargerna. Alltsa,

., N N-1 N—(k-1) ko N! k _
P(X_k)_N N N N (N —k)NF N’ k=12...N
E st
Med utfallet z = 3 blir likelihoodfunktionen
N! T (N -1)(N-2)3
LIN) = ————  — =
(W) (N —x)IN®= N N3

vilken &r avtagande for stora N. For olika virden pa N fas

N L(N)
0.22222
0.28125
0.28800
0.27778
0.26239
0.24609

0~ O Uk W

Maximum ges med valet N = 5.

Anmirkning. Om man vill fa en uppfattning om var detta maximum ligger nagonstans kan man for

tillfallet lata N vara kontinuerlig i uttrycket (1\/—13\({*2)3 Logaritmering och derivering ger att maximum
nas i det N som loser

0= diN In(L(N)) = diN (N — 1) +In(N - 2) +1In(3) — 3In(N)] = — ;v?zg :/31))((% - ?2))+ =

det vill siga N =3 + V3 = 4.73. Alltsé erhalls tillitet maximum d& N = 4 eller N = 5. Av dessa tva &r
L(N) storst da N = 5.

14



12.1 Lat X vara x2-férdelad med 24 frihetsgrader. Bestim a sa att P (X < a) = 0.95. DA ir
005=1—-P(X <a)=1-Fx(a) =1— Fx(x3.05)
det vill siiga a = x2 o5 = 36.415.

Bestdm b och ¢, b < ¢, sa att P(b< X <c¢) = 0.95. Vi antar att héndelsen X ¢ (b,¢) dr sadan att
P (X <b)=0.025 och P (X > ¢) =0.025.

Da ar

0025=1-P(X <c¢)=1-Fx(c) =1— Fx(x8 025)
dvs ¢ = X3 25 = 39.364 och

0975 =1-P(X <b)=1—-Fx(b)=1— Fx(xX24s)
dvs b = x3 g75 = 12.401.

12.2 Om Z,Z3,Zs, ..., Z, dr oberoende N(0, 1) sa dr

X = iz}
i=1

x3-fordelad med n frihetsgrader, X ~ x2(n). Fér Z &r
E(Z*)=V(Z)+(E(Z))*=1+0*=1

sa
= 2| = 2) = n.
E(X)_E<;Zl> ;i(?

Vidare, enligt ledning adr E (24) = 3 vilket medfor att
V(Z*)=E(Z) - (E(2%)?=3-1*=2

och

VX)=V <i Zf) = {oberoende} = i V(Z?) = 2n.

12.3 Om Z, Zy,Zs, ..., Z, dr oberoende N(0, 1) sa ir

X= f:zf
i=1

x%(n)-fordelad. Ur uppgift 12.2 #r
E(X)=n V (X) = 2n,

och enligt centrala grinsvirdessatsen dr X approximativt normalférdelad, X dr approximativt. N(n, v/2n).
Det vill sdga

2 2
1—<I>(Aa):a:P(X>Xi):P<X\/;_nn>Xi“/2__nn> %1—<I><Xi*/2__nn)
ger att
N XaZn
Van
eller

X2 = n+ V20,
15



12.4

12.5 Lat x beteckna antalet konfidensintervall som innehaller den dérfor avsedda konstanten. Da &r x ett utfall
av en binomialférdelad stokastisk variabel X, X &r Bin(n,p), dir n = 15 &r antalet konfidensintervall och
p = 0.90 ar konfidensgraden for varje intervall.

a) Med X som Bin(n,p) = Bin(15,0.90) &r P (X =n) = p" = 0.90'5 = 0.20589.

b) Typvirdet k, det viirde som maximerar P (X = k), ar k = 14 da P (X = 14) = 15p'4(1 —p) = 0.34315,
alltsa 14 av 15 intervall traffar och ett intervall missar.

12.6 Lat glodlampornas livslidngder beskrivas av den stokastiska variabeln X med téthetsfunktion
1 —z/0
fx($)=§e yx 2> 0.
Detta &r exponentialférdelningen med intensitet 1/6, det vill siga véintevirde 6. Fordelningsfunktionen

arfort>0

t t
1
=[xt = [ e =1t

0

Nu &r for ¢ > 0 p )
P@<cX)=P <X > —) =1-Fx (—) = (0/0)/0 — g=1/e,
C &

Alltsa, med ¢ = —1/1n(0.975) édr P (6 < ¢X) = 0.975 och med ¢ = —1/1n(0.025) dr P (§ < ¢X) = 0.025.
Alltsa,

X X
Pl—o g2 )—095
<—1n(0.025) 0= —ln(0.0975))

och ett 95% konfidensintervall for 0 &r

T x

—_— << —.
—1n(0.025) —1n(0.0975)
Med observationen x = 1000 erhalls intervallet

271.09 < 0 < 39498 (95%).

12.7 Konfidensgraden viiljes fortfarande till 95%. Med ¢ = —1/1n(0.05) dr P (6 < ¢X) = 0.05 vilket ger

X
Pl —— = .
(— m(0.05) 9) 095

och ett 95% konfidensintervall for 0 &r .

“In(0.05) ©

Med observationen x = 1000 erhalls intervallet

6.

333.81 <46 (95%)
eller, omformulerat, 6 € [333.81, 00).
12.8
12.9 Lat X beskriva resultatet av en avstandsmétning. Modell:

X = avstand + métfel = p+ €
16



X,, beskriva resultaten av n oberoende
E (X) skattas med Z som

dir € dr N(0,0), 0 = 5-1073. D4 & X N(p,0). Lat X7,
observerade virden zi,...,x,. Vintevirdet pu =

avstandsmétningar med
beskrivs av X, dar
X &r N <,u, %) .
Alltsa &r -
X—p
——— ~ N(0,1
A~ N0
sa med sannolikhet 1 — o &r _
— i
_Aa 2 <—F——F—< Aoz 2
TN

g

eller omformat, med Sannolikhet 1—a« ér
<X >\a —=
W + /2 \/ﬁ

— g
X —Ayo—=<
/2 N
Med n = 4 observationer fas 7 = 1132.155. Konfidensgrad 1 — a = 0.95 ger A\, /2 = Ao.025 = 1.9600 och

5.1073
= 1132.155 £ 0.0048999  (95%)

intervallet
= 1132.155£1.96
Nz

o
ETEANy/0—
nwer /2\/5
eller
1132.150 < p < 1132.160 (95%).

, X, diar o = 2.

x, vara utfall av oberoende N(pu,o)-fordelade stokastiska variabler X7,

) skattas med Z som beskrivs av X, dér

)_(érN<u,%>.

12.10 Lat zq,. ..,
Vintevirdet p = E (

Alltsa ar
X—p
~ N(0,1
e~ NO)
sa med sannolikhet 1 — o &r
—Aa < Ao
12 < 0_/\/— /2

g

eller, omformat, med sannolikhet 1 — « &r
< b= < X + >‘a/2 \/—

)_(_)\Q/Q\/—

Med n = 4 observationer fas T = 45.2. Konfidensgrad 1 — a = 0.95 ger A\,/2 = Ao.o25 = 1.9600 och
—4521196——4521196 (95%)

intervallet
nwezT + Aa 2=
/ f Vi

eller
43.24 < 1 < 47.16 (95%).
, X,, dir o = 0.05

x,, vara utfall av oberoende N(u+A, o)-fordelade stokastiska variabler X7,

12.11 Lat zy,. ..,
och A = 0.10. Om véntevardet u+ A skattas med T kan pH-halten p skattas med T — A. Denna skattning

beskrivs av X — A, dér
)_(—AfirN(u,%).
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Alltsa &r .
(X —-A)—p

sa med sannolikhet 1 — o &r _
(X—-A)—p
Ao < —F—F <\,
N e
eller, omformat, med sannolikhet 1 — o &r

g

(X —A)— A N

g J—
a/Q% <Sp<(X=A)+ A

Med n = 4 observationer fis T = 8.2. Konfidensgrad 1 — a = 0.99 ger A\o/2 = Ao.00s = 2.5758 och
intervallet

0.05
= (82—0.1)+£25758 — =8.1+0.0644  (99%)

o

vn
eller
8.0356 < u < 8.1644 (99%).

12.12 Konfidensintervallet fér vinteviardet med konfidensgrad 1 — « ges av

g
T+ Aa/Qﬁa
det vill séiga har bredden
o
Ll—oz,n == 2)\01/2%

Med konfidensgrad 1 — a = 0.90 fas \,/2 = Ao.o5 = 1.6449.
a) Vi soker n sa att L(0.90,n) = L(0.90,5)/2 [alternativt L(0.90,5)/10].

o o
Mg = 2N o ] 2
Py T /
ger \/n = 2v/5, eller n =4 -5 = 20. Med en tiondel sa brett fas \/n = 10v/5 eller n = 100 - 5 = 500.
b) Vi séker n sa att L(0.99,n) = L(0.90, 5).

(o (o
2/\0.005ﬁ = 2)\0'05ﬁ
ger \/ﬁ = \/5/\0005/)\0,05 eller7 med )\0,005 = 25758, n = 5()\0,005/)\0.05)2 = ].2.267 det vill Séga 13

observationer.

c) Vi soker n sa att L(0.99,n) = L(0.90,5)/2 [alternativt L(0.90,5)/10].

g g
2/\0.005ﬁ = 2)\0.05E/2

ger \/ﬁ = 2\/5/\0005/)\0,05 eller, med )\0,005 = 25758, n=4- 5()\0005/)\0.05)2 = 49047, dvs. 50 Stycken.
Med en tiondel s& brett fis n = (10)? - 5(A\o.005/M0.05)% = 1226.2, dvs. 1227 stycken.

Notera att i denna l6sning utnyttjade vi aldrig det uppmiitta intervallet [7.02, 7.14] eftersom vi inte
behovde bestdmma Z eller o.

12.13 Lat z1,...,x, vara avkastningen i ton under n = 10 dagar. Dessa modelleras som utfall av oberoende
N(u, o)-fordelade stokastiska variabler X1, ..., X,. Allts& &r X ~ N(u,0/y/n) och

I

—p
S/v/n

ar t(n — 1)-fordelad

18



diir S? ges av

1

S2=n_1§:@;—2ﬁ
i=1

Saledes, med sannolikhet 1 — « &r

bop < XTH <y
a/2 = S/\/ﬁ = la/2,
vilket omskrivet ger att med sannolikhet 1 — a &r
S
v
Med n = 10 observationer och konfidensgrad 1 —a = 0.95 fas ur t(n — 1) = #(9)-tabell att t, /o = t.025 =
2.26. Vidare berdknas

X ,Uzg)_(-‘rta/g

S
- ta/zﬁ <

1 n 1 n
T=— i =T7.51 2= i —T)% =0.1543
z=- ;aj s — ;(x T)
s =+/s2 = 0.3929, s& konfidensintervallet blir
s
ET+ty— =7.51+£0.281 =17.229, 7.791 95%).
peT e | | (95%)
12.14 Fran uppgift 12.11 vet vi att
X —A)—
( =1 N, 1),
a/v/n
Standardavvikelsen o skattas med
1 n

> (zi — 3)? = 0.042426

n—1
i=1

sa
~ t(n — 1)-fordelad.
Med sannolikhet 1 — o &r
(X = A) —tone << (X = A) + by 5o
a/2\/ﬁ S MU a/2\/ﬁ
dar kvantilen ¢, /5 fas ur ¢(n — 1)-tabell.

Med n = 4 observationer fas 7 = 8.2. Konfidensgrad 1 —a = 0.99 ger t,, /2 = to.005 = 5.8409 och intervallet

S 0.042426
€(@—A)*xtyo—=(82—-0.1)+5.8409 ———— = 8.14+0.1239 99%
HE(F = B) oo = ) 7 (99%)
eller
7.9761 < p < 8.2239 (99%).
12.15
12.16 Baserat pa observationer z1,...,x, av oberoende N(u,o)-fordelade stokastiska variabler ges ett konfi-

densintervall, med konfidensgrad 1 — «, for p av

S _ S
<,USI+ta/2

ta/2%_ %

T —

19



Intervallet (T — s, T + s) har konfidensgrad atminstone 99% om n #r sadan att g g05//n < 1.

t0.005  t0.005/v/1 t0.005  t0.005/\V/1
63.657 63.657 3.4995  1.3227
9.9248 7.0179 3.3554  1.1863

n

1

2

3 5.8409 3.3723 3.2498  1.0833
4

5

6

3.1058  0.93644
3.0545 0.88177

4.0321 1.8032

n
7
8
9

4.6041 2.3020 10 3.1693  1.0022
11

3.7074 1.5136 12

Ur tabellen far vi att n > 11.

12.17 Skattningen

1 n
2 _ a2
S—n_lig;(a:l T)

av 02 beskrivs av S2 som #r sadan att (n — 1)S?/0? dr en x2?(n — 1)-fordelad stokastisk variabel. Alltsa
kan man ur x*(n — 1)-tabeller bestémma kvantilerna x3_, , och X2, sa att

P <X%o¢/2 S
eller, omformulerat, med sannolikhet 1 — o &r

—1)52
% < o2 < .
Xa/z Xl—a/2

Med n = 8 observationer och skattningen s = 5.2 fas ur x2(7)-tabell att x3 975 = 1.69 och x2 o5 = 16.0.
Alltsé #r ett 95% konfidensintervall for o2

B-1(:2° _ 5 _ (8-1)(52

16.0 Teo 1206

11.821 =

Motsvarande intervall for o ar

344 =+11.821 <o < V11201 =10.6  (95%).

12.18 Lat z1, ..., z, vara furuplankornas uppmiitta lingder. Dessa modelleras som utfall av oberoende N(u, o)-
fordelade stokastiska variabler Xi,...,X,. Vinteviirdet p skattas med Z som beskrivs av X som &r
N(u,o0//n). Alltsa ar

X —
S/\/g t(n — 1)-fordelad.
och med sannolikhet 1 — « ar
_toz/Q(n - ]-) S S/\_/%L S ta/z(n — ]_)

eller, omformulerat, med sannolikhet 1 — o &r

- S
Med observationer x1,...,T,, n = 16:

5.8 59 51 35 42 49 53 53
4.7 39 45 41 40 42 47 438
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fas skattningarna

1 n
T == i = 4.6812
och
R _
5=\ > (zi — 7)? = v0.46962 = 0.68529.

=1

Med konfidensgrad 1 — a = 0.95 fas att t,/2(15) = t0.025(15) = 2.1314 och konfidensintervallet blir

0.68529
p€ 4.6812+2.1314 ——— = 4.6812 + 0.36517 = [4.3161, 5.0464] (95%).
V16
b) Vi vet att
—~1)82?
% ar  x*(n — 1)-fordelad

om 5% = L5 (X; — X)? dir X; dr oberoende N(u, o). Alltsd #r

n—1

n—1)52
P (X%—a/Q < % = Xi/z) =l-oa

Med a = 0.05 fas ur x%(n — 1) = x?(15)-tabeller

—~1)82?
P <6.26 <= DS 27.5) = 0.95.
o
Alltsa med sannolikhet 95% &r
(n—1)8? 5  (n—1)8?
275 T T 6.26
Med skattningen s? = 0.46962 fas intervallet
(n—1)s? 5 (n—1)s?
0.25627 = ———— < < =1.1249 95
215~ = 626 (95%)
eller
0.50623 = v0.25627 < ¢ < v1.1249 = 1.0606 (95%).
12.19
12.20

12.21 Lat X, ..., X,,, beskriva de uppmitta 6verhojningarna for betongelement fran fabrik A och Y7,...,Y,,
motsvarande for fabrik B. Modell: alla stokastiska variabler ér oberoende och X; dr N(u., o) och Y; ér
N(py,0). Da &r

(X —Y) — (o — pty)
S +

- - t(ng + ny — 2)-férdelad,
e | ny

dar

(ne —1)S3 + (ny — 1)55

Ng + Ny — 2

52 =

Alltsa ar med sannolikhet 1 — «

- - 1 1
Mo =y € X =Y Et0/05[— + —.

Ny Ty
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Med observationer
=181, s, =50, n, =9 y=14.6, s, =71, n, =16

fas

w_]- %—’_ —1 ;
SZVW )52+ (0 ~ 1)) _ /7573 — 6.4476

Ng + Ny — 2

Ur t(ng +ny — 2) = t(23)-tabeller fas att med konfidensgrad 1 — a = 0.99 &r t,/o = to.005 = 2.8073 sa
konfidensintervallet blir

1 1
o=y € 18.1 = 14.6£ 28073 6.4476 = + = = 35754 (99%)
eller intervallet [—4.04, 11.0].

12.22 Blodtrycksmétningarna fore och efter behandling sammanfattas i tabellen:

Person nr, ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Blodtryck fore, z; 75 70 75 65 95 70 65 70 65 90

Blodtryck efter, y; 8 70 80 80 100 90 80 75 90 100

Forandring, w; =y; —2z; | 10 0 5 15 5 20 15 5 25 10
Vi modellerar x; som utfall av en N(u,,o1)-fordelad stokastiska variabel X;, i = 1,...,n, och y; som ett
utfall av en N(u; + A, 09)-fordelad stokastiska variabel Y;, ¢« = 1,...,n. Parametrarna u; dr personens

blodtryck fore behandling och A &r den genomsnittliga behandlingseffekten. Blodtrycksforiandringarna
w; = y; — x; ar utfall av oberoende N (A, o)-fordelade stokastiska variabler Wy, ..., W,,i=1,... n.

Vi skattar A med A =w = 11 och 0 med

1 n
_ V2
Sy = — E_l(wl w)? = 7.746.

Ur t(n — 1) = t(9)-tabell fas att tg.025 = 2.2622 och ett 95% konfidensintervall fér A ges av
7.746

s
Acwtt — =114+226-—— =11%£55 (95%).
w T 10.025 N 10 (95%)
12.23 Mitningarna x1, . .., Z, pa lésningen med okiint pH-viirde modelleras av oberoende N(u+ A, o)-fordelade
stokastiska variabler X,..., X,,.
Vidare, lat y1,. .., ¥y, vara de sex bestimningarna pa en losning med det kéinda pH-virdet 4.84. Dessa

modelleras som utfall av oberoende N(4.84 + A, o)-fordelade stokastiska variabler Y7, ..., Y;,.
En skattning av A dr A% =7 —4.84 = 4.7 — 4.84 = —0.14. Detta &r en vintevirdesriktig skattning ty
E(A)=E(Y —484)=E(Y) —484 =484+ A — 484 = A.

Vidare sa ar
o2

VA=V (T -as1) =V (V) = 2

a) En skattning av p + A dr T = 4.285 sa en skattning av p fas som pf, = T — A%, . = 4.425. Denna &r
vantevardesriktig ty

E)=E(X-A)=E(X)-E(A")=(u+A)—A=p

V (n*) =V (X — A*) = {oberoende} = V (X) + (—1)*V (A*) = %2 § M
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si D (i) = o\ /2,

c) For att skatta D (p*) maste o skattas. Fran x4, ..., z, har vi skattningen
oy = | — i(xi — )2 = 0.072342
n—1 =
och fran y1,...,ym har vi att o kan skattas med
Sy = L i(yl —7)? = 0.089443.
Y m—1

i=1
Bada dessa skattningar kombineras till s, dér

g (oDt m=Dsy M =@+ N 0 =9 060625
(n—1)+(m—1) n+m =2 '

s s = 0.083442. Standardavvikelsen D (u*) = o/ 2t skattas med

nm

sy o~ 0.083442, / 446 _ 053861,
nm 24

det vill séiga medelfelet d(p*) = 0.054.

d) Ur t(n +m — 2) = t(8)-tabeller fas tg.925 = 2.306 och ett 95% konfidensintervall for p ges av

[ € pin, £ to.oos d(p*) = 4.425 +2.306 - 0.053861 = 4.425 £ 0.124  (95%).

12.24 Observationerna z1,...,z, och y1,...,y, sammanfattas av tabellen:
Forare, i 1 2 3 4 5
Forslitning décktyp A, x; 1.0 0.9 0.7 1.5 0.5
Forslitning décktyp B, y; 0.9 0.7 08 1.2 0.5
Forslitningsskillnad, w; = ; — y; 0.1 0.2 -0.1 0.3 0
De uppméitta parvisa forslitningsskillnaderna ws, . .., w, modelleras som utfall av oberoende N(u,o)-
fordelade stokastiska variabler Wy, ..., W, dér g miter hur mycket mer i genomsnitt A-déck slits &n
B-déack.

Parametrarna . och o2 skattas med

3

1
n—1

w= w; = 0.10 respektive s2 =

1 n
— > (w; — @)% = 0.025
n % i=1

I
A

sa o skattas med s, = v/0.025 = 0.1581.

Med n = 5 observationer wy, ..., w, och konfidensgrad 1 — o = 0.95 fas ur t(n — 1) = ¢(4)-tabell att
taj2 = to.o2s = 2.7764, sa det observerade intervallet for den genomsnittliga skillnaden i déckforslitning
blir

[EDE ta/zs—\/% =0.10 +0.1963 = [-0.0963, 0.2963]  (95%).

12.25 a) Observationerna 1, ..., %y, av leverviirden for personer utan medicinering modelleras som utfall av
N(p, o)-fordelade stokastiska variabler. Observationerna yi, . .., yn, av levervirden for personer med be-
handling modelleras som utfall av N(pu,, o)-férdelade stokastiska variabler. Samtliga stokastiska variabler
forutsétts vara oberoende.
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Med n1 = 50 och ny = 25 erholl man
Z=1482 y=151.7 s,=10.0 s,=8.0

ot

sd skillnaden g, — . skattas med j —z = 3.

Standardavvikelsen o skattas med s dar

N e R (Rt L R s C TR LR Vi (Vi) L
N R N PR VI m g =2 o

sé s = 9.3896. Eftersom D (Y — X) = 0/ + 7= si ér medelfelet d(Y — X) = s\/7= + 7= = 2.3.

ni
Ur t(n1 + ng — 2) = t(73)-tabeller fas to.025 = 1.993 och ett 95% konfidensintervall for p, — p, ges av
Ly — tia € (J—F) £ toops d(Y — X) =3.5+£1.993-2.3 =3.5+45=[-1.08, 8.08] (95%).
b) Observationerna 1, ..., x, av leverviirden {or personer fére medicinering och y1, ..., y, motsvarande
efter medicinering, sammanfattas av
n=25 Z=149.0 7= 150.9.

Fordndringarna z; = y; — x; modelleras av oberoende N(pu, o)-fordelade stokastiska variabler 71, ..., Z,.
Den genomsnittliga hojningen p skattas med z =5 — Z = 1.9 och o skattas med s, = 1.6.

Eftersom D (Z) = o/\/n sa ér medelfelet d(Z) = s./y/n = 0.32.
Ur t(n — 1) = t(24)-tabeller fas tg 925 = 2.064 och ett 95% konfidensintervall for u ges av
1€ EEtoonsd(Z) =1.9+2.064-0.32 = 1.9+ 0.66 = [1.24, 2.56] (95%).

12.26

12.27 Lat x1,...,x,, vara utfall av N(uq,o)-fordelade stokastiska variabler och yi,...,yn, vara utfall av
N(p2, 0)-fordelade stokastiska variabler. Alla stokastiska variabler antas vara oberoende.

Skillnaden p; — po skattas med z —y = 49.2 — 37.4 = 11.8. Vidare &r D ()_( — 17) =04/ E + 5, diro
skattas med

(nl—l) 77,2—]. TL1+TL2—2

82\/(”1_1)82"' n2—18 \/E +3i21 )2:2.157.

Alltsa dr medelfelet d (X —Y) = s,/ + = = 1.0785. Ur t(n1+ny—2) = t(16)-tabeller fis to 05 = 1.7459
och ett 90% konfidensintervall for g — po ges av

—py €T — Pt toosd(X — V) =11.8+1.7459-1.0785 = 11.8 + 1.88 = [9.92, 11.8] (90%).

12.28

12.29 Lat a1, ..., z, vara studietiderna fér de n = 25 personerna som undersokts. Dessa modelleras som utfall av
oberoende och likaférdelade stokastiska variabler X, ..., X, med E (X) = poch D (X) = 0. Vintevirdet
skattas med T = 49.3 och o med s = 9.3. Skattningen Z har medelfel s/\/n = 1.86.

Med Centrala grinsvéirdessatsen dr Y., X; approximativt normalférdelad och saledes dr X approxima-
tivt N(p, 0/+/n). Ett konfidensintervall for p ges av

WETE Ao o2s— =49.3+1.96-1.86 =49.3 + 3.65 = [45.654, 52.946] (= 95%).

\/_
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12.30 Lat x1,...,x,, n = 30, vara de uppmitta fororeningshalterna uppstroms och y,...,y,, r = 40, mot-
svarande nedstroms. Vi ansdtter modellen att x1,...,x, ar utfall av likaférdelade stokastiska variabler
X1,...,X, med E(X) = p, och D(X) = 0,. Pa motsvarande sétt &r yi,...,y, utfall av likafordelade
Yi,...,Y, ddir E(Y) = py och D (Y) = 0. Alla stokastiska variabler forutsitts vara oberoende.

Skillnaden p, — 1, skattas med § —z = 86.1 —13.2 = 72.9. Skattningen 7 — Z &r ett utfall av en stokastisk
variabel ¥ — X med standardavvikelse D (Y — X) = 4/ Ur—?’ + %g Alltsé har skattningen 7 — Z medelfel

_ 52 g2 (38.7)2  (2.80)2
dlYy —X)= \/—U = = \/ = 6.1403.
( ) T + n 40 + 30 61403

Med Centrala grinsvirdessatsen &r » ., X; och Y_._, Y; approximativt normalférdelade och séledes #r

Y — X approximativt N (uy — gy \/ ? + %) Ett konfidensintervall for skillnaden s, — p1, ges av

52 2
y = Ha € F =T % Mooz | L + % =729+ 1.96 - 6.1403 = 72.9 £ 12.04 = [60.87, 84.94] (=~ 95%).

12.31 Av n = 600 undersdkta enheter befanns = = 24 vara felaktiga. Om partiet &r mycket stort kan vi modellera
x som ett utfall av en binomialférdelad stokastisk variabel X, det vill siiga X &r Bin(n, p) déir p dr andelen
felaktiga enheter i partiet.

Vi skattar p med p’, . = «/n = 0.04. Skattningen p?; . beskrivs av p* = X/n som har
. 1 1 p(l—p
Vp )zV(—X) == V(X) :g
n nNe e~ — n
np(1—p)

och standardavvikelse D (p*) = 1/p(1 — p)/n. Medelfelet for skattningen p},  &r

i} (= pr 0.040(1 — 0.040
d(p):\/pb(npb):\/ (600 ) _ 0.008.

Eftersom V (X) = np(1 — p) skattas med np¥, (1 — pl ) = 23.04 vilket &r stérre &n 10 kan bino-
mialfordelningen approximeras med normalférdelningen. Alltsa &r dven p* = X/n approximativt nor-
malférdelad. Med 1 —a = 0.95 &r A\, /2 = Ao.o25 = 1.96 och ett konfidensintervall for p ges av

P E Prhe £ Ao.025d(p*) = 0.040 £ 1.96 - 0.008 = 0.040 = 0.0157 = [0.024, 0.056] (= 95%).

12.32

12.33 Lat x1 och x5 vara antalet sympatisoérer med det borgerliga blocket i oktober och november. Vi modellerar
x1 och x9 som utfall av oberoende binomialférdelade stokastiska variabler X7 och X, déir X; dr Bin(ny,p1)
och Xy &r Bin(ng, p2). Fordndringen ps — p1 skattas med (p2)¥.s — (p1)5,s = 0.456 — 0.465 = —0.009.

Eftersom
V (g — p}) = {ober.} = V () + =12V (5}) = 5V (Xa) + 5V (xy) = 22L=P2) | ;i1 = p1)
na ni n2 n1
fas medelfelet for (p2)%,, — (p1)5,s till
dh— ) = (P2)5ps (L = (P2)5p) . (PLGhs (1 = (PL)Ghs) _ \/0.456(1 —0.456)  0.465(1 — 0.465)
P2 =1 . " 1639 1704

0.017113.

25



Varianserna V (X1) = nip1(1—p1) och V (X2) = naopa(1—p2) skattas med ny(p1)} (1 —(p1)ks) = 423.91
respektive na(p2)i (1 — (p2)%,s) = 418.98. Eftersom bada &r stérre &n 10 (med rage!) kan binomi-
alférdelningarna approximeras med normalférdelningar och &ven p3 — p] kan antas vara approximativt
normalfordelad.

Med 1 — a = 0.95 fas A\y/2 = Ao.o25 = 1.96 och ett konfidensintervall for fordndringen pa — p1 ges av

P2 —p1 € (D2)50s — (P1) e & Ao025d(ph — pi) = —0.009 £ 1.96 - 0.017 = —0.009 & 0.0335 (= 95%).

12.34 Lat = = 36 vara antalet defekta bland de n = 1000 undersokta enheterna. Vi modellerar x som ett utfall
av en hypergeometriskt fordelad stokastisk variabel X, X &r Hypergeo(N,n,p) dar N = 100000 och p &r
andelen defekta.

Andelen p skattas med pf, . = z/n = 0.036. Eftersom V (X) = np(1 —p)(N —n)/(IN — 1) skattas till

N _
(1 = Pipe) o = 1000 - 0.036(1 — 0.036) - 0.99 = 34.357

N -1

vilket &r storre &n 10 kan den hypergeometriska fordelningen approximeras med en normalférdelning och
dven p* = X/n dr approximativt normalférdelad. Medelfelet for p, & ar

oy Pl = PG) N—m \/0.036(1 —0.036)
d(p") = \/ - N1~ 000 0.99 = 0.0058615.

Med 1 —a = 0.95 fas Ay /2 = Ao.025 = 1.96 och ett konfidensintervall foér andelen defekta p ges av

P E Plye £ Ao.02sd(p*) = 0.036 £ 1.96 - 0.0058615 = 0.036 = 0.0115 (=~ 95%).

b) Det totala antalet defekta i partiet Np skattas med Np?, . = 3600. Denna skattning har medelfel

* pgbs(l_pzbs) N—n
d(N =N . = 586.15
(NVp) \/ n N_1

Ett konfidensintervall for antalet defekta ges av

Np € Npip, % Ao.oasd(Np*) = 3600 £ 1.96 - 536.15 = 3600 + 1149 (=~ 95%).

12.35

12.36

12.37 Lat x1,...,xz, vara antal samtal under det aktuella tidsintervallet for de olika dagarna. Dessa mo-
delleras som utfall av oberoende Poisson(u)-fordelade stokastiska variabler X7i,..., X,,. Parametern u

(vantevérdet) skattas med
tops = T = 100.88 samtal.

Skattningen beskrivs av

dar

ar Poissonfordelad med vantevirde

EY)=EX1+--+X,)=EX1)+ -+ E(X,) =nu



som skattas med ) x; = 807 vilket &r storre dn 15 med rage. Alltsa kan Poissonfordelningen for Y/
approximeras med normalfordelning, men da &r dven X approximativt normalfordelad. Alltsa,

X Ar approximativt N <u, ﬁ)
V n
Ett konfidensintervall fér m med konfidensgrad approximativt 1 — a = 0.95 ges av

uéa_c:t)\a/z

e

=100.88 + 6.9599 = [93.9, 107.8] (= 95%).
12.38
12.39

12.40
13.1 Lat x vara antalet ganger som Pal svarar rétt.

a) Om Pal chansar ansiitter vi modellen att dr x ett utfall av en binomialférdelad stokastisk variabel X,
X ir Bin(n,p) med n =15 och p = 0.5.
b) I binomialférdelningen dr

15

P(X>11)= ) <Z>pk(1 —p)" % =0.05923.
k=11

Om man har tillgang till fordelningsfunktionen for binomialférdelningen kan sannolikheten erhallas enligt
PX>11)=1-P(X<11)=1-P(X <10)=1- Fx(10) =1 —0.94077 = 0.05923.
13.2

13.3

13.4 Lat X beskriva en glodlampas lystid i timmar. Med modellen att X &r exponentialfordelad med vantevérde
6 > 0 har X tédthetsfunktion

1
fx(@) = 5e7/",

xz > 0.
Fordelningsfunktionen fér X blir da for ¢ > 0

t t
Fx(t)=P (X <t) :/ fx(x)d:c:/ %e*w/edle—e*t/".
—00 0

a) Ekvationen o = P(X <a) = Fx(a) =1 —
a = —10001In(1 — «).

e~ ger 4 = —AIn(1 — &) och med 6 = 1000 erhalls

b) Med a = 0.05 &r ¢ = —10001In(1 — 0.05) = 51.293. Vi forkastar hypotesen § = 1000 till forman for
hypotesen 6 < 1000 pa signifikansniva 5% om z < 51.293. Héir dr 2 = 75 och hypotesen 6 = 1000 forkastas
€j.

¢) Med = = 50 < 51.293 forkastas hypotesen 6 = 1000 pa niva 5% till forman for hypotesen 6 < 1000.
d) Om a viiljes sa att a = x = 45 &r

P(X <a)=Fx(a)=1—e %% =1— /1000 — . 044003.
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Alltsa, den ldgsta signifikansniva hypotesen § = 1000 kan forkastas pa, givet observationen z = 45, ar
4.4%.

13.5 Lat x vara antalet spel till forsta vinst. Vi modellerar z som ett utfall av den fig(p)-férdelade stokastiska
variabeln X, det vill séga
px(k)=(1—-p)*'p, k=1,2.3,...
Da ar
P(X >k)=(1-pr, k=0,1,2,3,...

Med Hy : p = 0.2 och Hy : p < 0.2 sa forkastas Hy till forman for H; for stora viarden pa x. Med
forkastelseomrade {z,z + 1,2+ 2,...,z} dr signifikansnivan for testet

P(X 2 a|Hy) =P (X >z —1[Ho) = (1 -p)" 7| _j, = (0.80)""1.

Med utfallet = 11 forkastas Hp pa (ldgsta) signifikansniva
P (X > 11|Hy) = P(X > 10|Hy) = (0.80)' = 0.1074.
Alltsa, vi forkastar inte Hy pa niva 10%.

13.6 Med x4, ..., z, som utfall av oberoende N(pu, o)-fordelade stokastiska variabler X1, ..., X,, 4r T ett utfall
av X som ér N(u, o /v/n)-fordelad. Ett test av

Hy : p=0.5 (oskyldig) mot Hj:pu > 0.5 (skyldig)

gors pa signifikansniva a = 1% om Hy forkastas da T > 0.5+Ag.010/+/n. Eftersom P (Forkasta sann Hy) <
« kommer sannolikheten foér att en oskyldig person forklaras skyldig vara hogst 1%, dvs alternativ 2 &r
en riktig tolkning.

I alternativ 3 beskrivs sannolikheten for fel av andra slaget, det vill séiga P (ej forkasta falsk Hy) och den
begrinsas inte av signifikansnivan. Alternativ 1 och 4 &r en form av omvénda betingade sannolikheter:
givet att hypotesen forkastas, vad dr sannolikheten. . .

13.7 Vi modellerar de uppmétta planklingderna x4, ..., z, som utfall av oberoende N(u, o)-férdelade stokas-
tiska variabler Xi,...,X,. Vi vill testa hypotesen

Hy:0=04 mot H;:0#04
pa signifikansniva « = 0.05.

Alternativ 1. Med skattningen s? = 0.46962 fas ett konfidensintervall fér o med konfidensgrad 1 — o =
0.95 av (uppgift 12.18b)

(n—1)s2 <o (n—1)s2

0.50623 = 27.5 6.26

IN

=1.0606  (95%).

Eftersom 0.4 inte ingar i intervallet forkastas Hy : o = 0.4 till forman fér Hy pa riskniva a = 0.05.

Alternativ 2. Vi forkastar Hy da s &r mycket storre eller mycket mindre dn 0.4, alternativt da

(n—1)s?
0.42
ar valdigt stor eller vildigt liten. Da Hy &r sann sa ar
—1)82
(noﬁ)S en  x%(n — 1)-fordelad stokastisk variabel.
Alltsa, med a = 0.05 sa &r
-1)52
P (6.26 < (”(Tg) < 27.5) = 0.95.
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Vi forkastar Hy till forman for H; om vi observerar att (n — 1)s2/0.4% mindre &n 6.26 eller storre

dn 27.5. Har: ( 2
n—1)s
—— =44.02
0.42 027
sa Hy forkastas pa niva a = 0.05.
13.8 Vi modellerar den uppmiétta grumligheten x1,...,x, som utfall av oberoende N(p, o)-fordelade stokas-

tiska variabler Xi,...,X,, ddr o = 0.2. Vi vill testa hypotesen
Hy:p=40 mot H;:p>4.0

pa signifikansniva « = 0.05.

Alternativ 1: Vi forkastar Hy for stora virden pa Z, alternativ, da (Z — 4)/(o/+/n) &r stor. Da Hj &r
sann ar

X -4
a/\/n

sa P (()_( — 4)/(0’/\/7_1) > /\0.05|H0) = 0.05.

Alltsa, Hy forkastas om (T —4)/(o/+/n) > Xo.o5. Har &r Ag.05 = 1.6449 och T = 4.1 och

N(0,1)

F—4  41-4
o/vn  0.2/v/10

=1.5811 < )\0'05,

s& Hy forkastas ej pa niva 5%.

Alternativ 2: Vi forkastar Hy for stora virden pa . Da Hy dr sann &ar

- X - u z—4.0
P(X >z|Hy) =P Hy|=1-¢o ————|.
(X > alHo) < o/v/n a/f‘ °> <0.2N10>
Med observationen T = 4.1 fas att den ligsta signifikansnivan Hg kan forkastas pa ar
P(X >41Hy) =1-@ <M> 1 — ®(1.5811) = 0.056923 > 0.05.
0.2/1/10

Alltsa kan vi inte forkasta Hy pa niva 5%.

13.9 Teststorheten

Ar normalfordelad med vantevarde

och varians

Styrkefunktionen blir da

<
N

h(p) = P (Forkasta Hy) =P (
o

= 1—¢<A0,05+%>.
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tyrkefunktion, h(u)
o
T

P03k
02t

0.1

0 I I I )
3.9 4 4.1 4.2 4.3

m
Styrkefunktionen h(u), det vill sdga sannolikheten att forkasta
Hy som funktion av p.

_ 4-3.8 \ _ _ —7
h(3.8) = 1—®(1.6449+ 09/vi0) = 1—-®(4.8071)=17.7-10
_ 4-4.3 \ _ _
h(43) = 1—®(1.6449+ Ga/vio) = 1—®(—3.0986) = 0.99903.
13.10 Lat x4, ..., z, vara de uppmitta sméltpunkterna. Vi modellerar x1, ..., z, som utfall av oberoende och

likaférdelade stokastiska variabler X1,..., X, dar
X = smiltpunkt + métfel = p + €
dér e dr N(0,0), 0 = 2.3. Da dr X; N(p,0). Vi vill testa:
Ho : pp = pio = 1050° mot  Hy : pu % pio
pa niva o = 0.05.
Vi forkastar Hy for stora virden pa |T — uol, alternativt stora viirden pa |z| dér

T — o
y = H

~a/Vn

som da Hy &r sann dr ett utfall pa Z, en N(0, 1)-fordelad stokastisk variabel.

Alternativ 1: Alltsa, om Hy &r sann sa dr P (|Z| > /\a/g) = a. Med a = 0.05 4r \,/2 = 1.96 och vi
forkastar Hy till forman for Hy om vi observerar ett utfall |z| > 1.96. Har fas

L _T-po _10509-1050 _ .o

Co/vn 23/V10

sa Hy forkastas ej till forman for H; pa niva o = 0.05.

Alternativ 2: Vi observerar utfallet

,_T—po 105091050 _ o

- o/vn 2.3/v/10

Om Hj ar sann ar
P (|Z] > 1.2649) = 2(1 — ® (1.2649)) = 0.2059

sa den ligsta signifikansniva vi skulle forkasta Hy pa dr 0.2059, det vill séiga vi forkastar inte Hg pa
niva 5%.
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Styrkefunktionen h(u) kan bestdmmas som

h(p) = P (forkasta HO):P< )_i/_\/’ﬁo >)\a/2) :1—P(—>\ )i/\/’ﬁo < a/g)
AT R B Ve )

= 1 (e (e ) e (e i)

h(1051) = 0.27968 h(1053) = 0.9848.

Vi beraknar

0.9

0.8

et
9

0.6

tyrkefunktion, h()
z

S
e
1

het
o

0.1

0 1 1 1 1 1 ]
1047 1048 1049 1050 1051 1052 1053

m
Styrkefunktionen h(u), det vill sdga sannolikheten att forkasta
Hp : p = 1050° som funktion av u.

13.11

13.12 Om o inte &r kdnd sa skattas den med stickprovsstandardavvikelsen s = 2.028.
Vi forkastar Hy for stora virden pa |Z — pol, alternativt stora viirden pa [¢| ddr

T — o
som da Hy ér sann dr ett utfall av en t(n — 1)-fordelad stokastisk variabel T'. Alltsa, om Hy dr sann

sa iar P (|T| > ta/g) = a. Med a = 0.05 dr /o = 2.2622 och vi forkastar Hy till forman for H; om vi
observerar [t| > 2.2622. Har fas

t=

T—po  1050.9 — 1050
¢ = - = 1.4345
s/v/n 2.028//10

sa Hy forkastas ej till forman for H; pa niva o = 0.05.

13.13 Ur uppgift 12.24 fas att ett konfidensintervall for den genomsnittliga forslitningsskillnaden p &r

JE D+t =0.10+0.1963 = [~0.0963, 0.2963]  (95%).

\/_

Eftersom p = 0 inte &dr ett orimligt vérde pa forslitningsskillnaden, 0 ingar i konfidensintervallet, kan inte
hypotesen Hp : 1 = 0 forkastas till forman f6r Hy : p # 0 pa niva 5%.

13.14

13.15 Lat z1,...,x, vara de uppmétta Hg-halterna i gdddorna. Dessa modelleras som utfall av oberoende
N(p, o)-fordelade stokastiska variabler Xq,. .., X,,.
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a) Vi vill med po = 0.9 testa hypotesen
Hy:p=po mot Hj:p>pp
pa niva o = 0.05.

Vi forkastar H for stora virden pa

= T — o
som da Hy ér sann ér ett utfall av en ¢(n — 1)-fordelad stokastisk variabel T'. Alltsa, om Hy dr sann sa
dr P(T > ty) = a. Med o = 0.05 ér t,, = 1.8331 och vi forkastar Hy till férman for H; om vi observerar

t > 1.8331. Har fas
. T—po  0.97-09

T s/Vmn 0.33015/V10

sa Hy forkastas ej till forman for H; pa niva o = 0.05.

0.67048

b) Vi vill med pp = 1.1 testa hypotesen
Hy:p=po mot Hp:p<pup
pa niva a = 0.05.
Vi forkastar Hy for sma virden pa
= T — o
som da Hy &r sann ér ett utfall av en ¢(n — 1)-fordelad stokastisk variabel T'. Alltsa, om Hy &r sann sa

dr P(T <t1—a) = a. Med a = 0.05 &r t1_, = —1.8331 och vi forkastar Hy till f6rman for H; om vi
observerar t < —1.8331. Har fas

T—p  097-1.1

t= = = —1.2452
s/v/n  0.33015/y/10
sa Hy forkastas ej till forman for H; pa niva o = 0.05.
13.16 Observationerna z1,...,z, och y1,...,y, sammanfattas av tabellen:

Person, ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8

Morgon, x; 172 168 180 181 160 163 165 177

Kvall, y; 172 167 177 179 159 161 166 175
De uppmiitta parvisa lingdskillnaderna wy, . .., w, modelleras som utfall av oberoende N(u, o)-fordelade
stokastiska variabler Wy, ..., W,, dir u méter hur mycket lingre i genomsnitt personerna #r pa morgonen

an pa kvillen.
Parametrarna . och o2 skattas med

1
n—1

1 n
b= — Zwl =1.25 respektive s2 =

> (wi — @)* = 1.6429
i=1 i=1

3

sa o skattas med s,, = v/1.6429 = 1.2817.

Vi vill testa
Ho:p=0 mot Hy:pu#0

pa niva o = 0.05.

Alternativ 1: Vi forkastar Hy for stora véirden pa |t| ddr




som da Hy dr sann &r ett utfall av en ¢(n — 1)-férdelad stokastisk variabel T'. Alltsa, om Hj dr sann
sa ar P (|T| > ta/g) = a. Med a = 0.05 &r £, /o = 2.3646 och vi forkastar Hy till forman for H; om
vi observerar |t| > 2.3646. Hir fas

_@w—0 1250
s/v/n - 1.2817/V8

sa H forkastas till forman for Hy pa niva o = 0.05.

t = 2.7584

Alternativ 2: Med n = 8 observationer wy, . .., w, och konfidensgrad 1 —« = 0.95 fas ur t(n—1) = ¢(7)-
tabell att t, /o = to.025 = 2.3646, sa konfidensintervallet fér den genomsnittliga lingdskillnaden blir

[E T+ by =1.25+ 1.072 = [0.17844, 2.3216] cm (95%).

Sw
vn
Eftersom p = 0 inte dr ett rimligt vérde enligt konfidensintervallet férkastas hypotesen Hy : p = 0
till forman for Hy : p # 0 pa niva 5%.

13.17 Lat x1,...,x, vara métningarna av molekylvikt A och 1,...,y, motsvarande fér B. Dessa virden
modelleras som utfall av N(u1, o)-fordelade stokastiska variabler X1, ..., X,, respektive N(uq, o)-fordelade
stokastiska variabler Y7,...,Y,,. Alla stokastiska variabler antas vara oberoende.

Vi vill testa:
Hy:pp = pe mot Hiy: g # po.

Dessa hypoteser formuleras som
Ho:pr—p2=0 mot Hy:pg —pz#0.

Vi forkastar Hy till forman for Hy for stora virden pa [t| dér

och s dr skattningen av o som ges av

o =D 1 S 0 S =
(n—1)+(m—1) n+m-—2 '

Om Hy &r sann sa dr ¢ ett utfall pa en t(n+m — 2)-férdelad stokastisk variabel T'. Ur ¢(6 48 —2) = ¢(12)-
tabell fas att P (|T| > to.025) = 0.05 for £g.025 = 2.1788. Alltsa, om H, forkastas da [¢| > 2.1788 sa har
testet signifikansniva 5%.

b) Med observationer

T1,...,T¢ | 174.18 174.30 174.23 174.29 174.36 174.25
Yi,-.-,ys | 174.19 174.40 174.20 174.35 174.32 174.14 174.27 174.34

fas
T =174.27, s, = 0.062423 7 = 174.28, 5, = 0.091486
vilket ger
T—7 174.27 — 174.2
5= 0.080659 och f— ¥ AT 00
s\/24+ L 0.080659,/% + %

Eftersom |t| < 2.1788 kan inte H, forkastas pa niva 5%.
13.18

13.19
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13.20 Lat x1,...,x, vara de uppmitta alkoholhalterna i flaskorna. Vi modellerar x1,...,z, som utfall av
oberoende N(u, o)-férdelade stokastiska variabler X, ..., X,,, ddr o = 0.10. Vi vill testa:

Hy:p=30%=po mot Hiy:p<pug

pa niva a = 0.01. Signifikansnivan begréinsar sannolikheten for att forkasta en korrekt nollhypotes, det
vill séiga att dra slutsatsen att en flaska har liten alkoholhalt fast den egentligen &r hog.

Vi forkastar Hy da for sma virden pa
L= T — o
a/v/n

som om Hj &r sann dr ett utfall pa en N(0, 1)-férdelad stokastisk variabel Z.

Alternativ 1: Ur N(0,1)-tabell fas att Ag.o1 = 2.3263 och P (Z < —2.3263) = 0.01. Vi observerar

utfallet
L T—po 298-3.0

~o/yn 010/V10

Vi férkastar inte Hy pa niva 1%.

—0.632 > —Xg.01-

Alternativ 2: Vi observerar utfallet

Z_a:—,uo —2'98_3'0——0.632.

~o/yn o 0.10/V10

Vi har att da Hy dr sann sa r
P (Forkasta Hy) = P (Z < —0.632) = @ (—0.632) = 1 — @ (0.632) = 0.26354

vilket #r den ldgsta signifikansniva Hy kan forkastas pa. Vi kan inte forkasta Hy pa niva 1%.

13.21 Lat z1,...,z, och y1,...,y, vara de slumpmiissiga stickproven av de 10 4+ 10 oberoende N(u1,071)-
respektive N(ug, 02)-fordelade stokastiska variablerna X1, ..., X, och Yi1,...,Y,, dir o1 = 0.3 och 09 =
0.4.

Vi vill préva hypotesen
Ho:p=pe mot Hy:pg # po

pa niva a = 0.01.
a) Vi forkastar Hy for stora virden pa |z| ddr
r—y
(72 0'2
Vi g

som om Hj &r sann dr ett utfall av en N(0, 1)-fordelad stokastisk variabel Z. Pa niva a = 0.01 forkastas
Hy om |Z| > )\0'01/2 = 2.5758.

z =

Om py — pg = 0.6 ar sannolikheten for att Hy forkastas

X-Y
P(|Z] > Xo.oos) = 1—=P(=Xo00s <Z < Aooos) =1— P | —Ao.oos £ ———= < Ao.00s
s + g3
_ TP (e — _
— 1-P | =Aooos — 2 < ( ) — (11— p2) < No.oos — L2
0'2 0'2 0'2 0'2 0'2 0'2
2+ Z+2 VE+2

= 1-P| —Xooos — 3.7947 < 2) < No.oos — 3.7947

= 1—(®(—1.2189) — ® (—6.3706)) = 0.8886.
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b) Ekvationen

M1 — M2
_ _ < L
AO’OOS 0‘2 0‘2 - 02 02 0‘2 0‘2
i 4 % 914 92 44 %
n n n n n n

ger approximativt att

1-P

(X =Y) = (p1 — po) 1 — iz

P —— < Ao.oos — ———— | ®0.01
Vi Vi
det vill sidga
Mo.oos — ——F2 ~ X

2 2
o 4 o
n n

eller
i (Ao.o1 + Ao.oos) Vo5 + 05 (2.3263+2.5758)1/0.32+0.42 4.0851
H1 — K2 0.6 '

eller n ~ 16.68. Alltsa, minst 17 observationer krivs for att erhalla onskvird styrka. (Styrkan dr da

0.99115).
13.22
13.23
13.24

13.25 Lat 1, ...,x, vara observationer pa oberoende Po(u)-férdelade stokastiska variabler X1, ..., X,.

Vi vill testa
HO U= 0.2= o

Vi forkastar Hy for stora viirden pay = Y., x; som om Hy &r sann &r ett utfall pa en Po(nug) = Po(10)-
fordelad stokastisk variabel Y. Vi observerar utfallet y = 19. Om Hj dr sann ar

mot Hy :p > pp.

18 IOk
— e 10 =1-0.99281 = 0.00719.

P (Forkasta Hy) = P(Y 219) =1-P(Y <18) =1- ) —

k=0

Detta dr den ldgsta signifikansniva som Hy kan forkastas pa och vi ser att vi kan forkasta Hy pa niva

1%.
13.26
13.27

13.28 Lat 71, ..
utfall av de (beroende) Bin(n, p;)-férdelade stokastiska variablerna X7, ..

., T, vara antalet marsvinsungar med firg motsvarande kategori 1, ..., r. Dessa modelleras som
oy X

Enligt den genetiska modellen &r p;, sannolikheten att en unge far fiarg ¢, 9/16,3/16 och 4/16 féri = 1,2, 3.

Formellt, vi vill testa

9 3 4
H01P1:E7P2=E7P3=1—6

pa niva o = 0.05. Enligt modellen sa ar

Kategori (firg)

1 (rod) 2 (svart) 3 (vit)
Observerat antal: xz; 43 10 34 87
Hypotes: p; | 9/16 3/16 4/16 1
Forvantat antal: np; | 48.938  16.312  21.750 | 87
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Vi forkastar H for stora virden pa

<

npz
=1
som om Hy &r sann &r ett utfall pa en (approximativt) y2(r—1)- fordelad stokastisk variabel. Ur x2(3—1) =

x?(2)-tabeller far man att x3 o5 = 5.99. Med utfallet ¢ = 10.063 > x2 5 sa forkastas Hy pa niva 5%. (Vi
forkastar dven pa 1%, testets p-virde dr 0.65%.)

13.29 Lat xq,...,x, vara antalet utlanade bocker under de olika veckodagarna, med n som det totala antalet
utlanade bocker under veckan,
T
n=>Y x =623
i=1

Notera att n egentligen borde modelleras som ett utfall av en stokastisk variabel, men vi kommer att
rikna som om n vore fix. Da kan z1,...,z, modelleras som utfall av de (beroende) Bin(n, p;)-fordelade
stokastiska variablerna Xi,..., X,.

Vi vill testa en hypotes om att utlaningen dr densamma oavsett veckodag mot att den varierar mellan
veckodagar. Formellt: vi vill testa

Hy:py=py=---=p,=— mot Hj:inte Hy
T

pa signifikansniva o = 0.05. Enligt Hy sa ar

Kategori (veckodag)
1 (man) 2 (tis) 3 (ons) 4 (tor) 5 (fre)
Observerat antal: xz; 135 108 120 114 146 623
Hypotes: p; 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 1
Forvantat antal: np; 124.6 124.6  124.6 124.6 124.6 | 623

Vi forkastar H for stora virden pa

<

npz
i=1

som om Hj &r sann ér ett utfall pa en (approximativt) x?(r—1)- fordelad stokastisk variabel. Ur x2(5—1) =
x?(4)-tabeller far man att x2 s = 9.49. Med utfallet ¢ = 7.8266 < x2 5 s& forkastas inte Hy pa niva 5%.

P4 nivd a = 0.10 far man ur x?(4)-tabeller att x2 ,, = 7.78 < ¢. Alltsa forkastar vi Hy pa niva 10%.
(Testets p-virde &r 9.81%.)

13.30 En stokastisk variabel X kan anta viirdena Sx = {0,1,2,3}. Vi vill testa hypotesen

1 1
Hy : X &r Bin(3, Z) mot H, : X &r ej Bin(3, Z)
pa niva a = 0.01 med hjélp av n = 4096 oberoende observationer av X. Med de mojliga viardena pa X
som kategorier #r enligt Hy sannolikheten att fa en observation i kategori i € Sx

pi=P(X=1i)= (i?)pi(l—p)“: C’) G) (1— i)M, i=0,...,3.

Lat x; vara antalet utfall av X i kategori i, 1 € Sx. Om Hj ir sann sa ir

v 0 1 2 3
observerad frekvens, z; | 1764 1692 552 88 | 4096
Hypotes, p; | 2 2 2 L 1
Forviantat antal, np; | 1728 1728 576 64 | 4096

Vi forkastar H for stora virden pa

<

npz

i=1
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som om Hy &r sann &r ett utfall pa en (approximativt) y2(r—1)- fordelad stokastisk variabel. Ur x2(4—1) =
x2(3)-tabeller fir man att x2 ,; = 11.35. Med utfallet ¢ = 11.5 > X3 ; sé forkastas Hy pa niva 1%.

13.31 Lat z;; vara antalet observationer i kategori j, j =1,...,r, 1 population ¢, ¢ = 1,...,s. Vi modellerar z;;

som ett utfall av en Bin(n;, pgi))—fijrdelad stokastisk variabel X;.

Kategori (kon)

Zij 1 (mé&n) 2 (kvinnor)
Population 1: 46 54 100 =ny
Population 2: 78 72 150 = ng
Population 3: 143 107 250 = nj

Totalt: mq =267 mo =233 N =500

Vi vill testa om férdelningen av mén och kvinnor skiljer sig mellan populationerna. Med Hy som hypotesen
att det inte finns nagon skillnad,
Hy :pg-l) = p§2) . :p;s) foralla j=1,...,7

sa skattas p;, sannolikheten att en utvald person har kon motsvarande kategori j, med

. 267 . 233
p] obs = lej - A (pl)obs = %7 (pQ)obs = %
Vikan da skatta det forvintade antalet observationer i kategori j i serie ¢, E (X;;) = nip;, med n;(p;)5,. =
nim;
-

Kategori (kon)

A 1 (méin) 2 (kvinnor)
Population 1: 53.4 46.6 100
Population 2: 80.1 69.9 150
Population 3: | 133.5 116.5 250
Totalt: 267 233 500
Vi jamfor de observerade antalen x;; med de skattade forvéntade antalen m;\;” med
n;m 2
(i — ™ ])
o=y N

i=1 j=1

som om Hj dr sann &r ett utfall av en (approximativt) x?((s — 1)(r — 1))-fordelad stokastisk variabel. Vi
forkastar Hy for stora virden pa q. Ur x2((3 — 1)(2 — 1)) = x?(2)-tabeller far man att y2,, = 4.61. Vi
observerar utfallet ¢ = 3.7694 < x3 ;, s& vi forkastar inte Hyp pa niva 10%. Det ir pa nivd 10% ingen
signifikant skillnad i konsférdelning mellan populationerna.

13.32 De n = 100 observationerna pa den formodat fig-fordelade stokastiska variabeln delas in i 9 kategorier:

Kategori (vérde)
1 2 3 4 5 6 7
Observerad frekvens: z; |42 23 10 11 8 2 3

8 >0
1 0 ]100=n

Notera att den sista kategorin &dr bara implicit given i uppgiften.

Lat p; vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori 4 enligt statistikerns modell. Om ffg(1/2)-
antagandet stimmer dr p; = (1 — 1/2)(1/2)""1 =277 i < 9, och pg = 278, och det forvintade antalet
observationer i kategori i, E (X;) = np;.

Kategori (vérde)

1 2 3 4 5 6 7 8 >9
Observerad frekvens: z; | 42 23 10 11 8 2 3 1 0 100
Hypotes: p; | 271 272 273 274 275 276 277 28 278 1
Forvantat antal: np; | 50 25  12.5 6.25 3.125 1.5625 0.78125 0.39062 0.39062 | 100
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Kategorier med ett lagt forvintat antal, np; < 5, slas samman for att 6ka det forviintade antalet. Har gor
vi sammanslagningar till » = 5 kategorier:

Kategori (virde)
1 2 3 4 >5
Observerad frekvens: z; | 42 23 10 11 14 100
Hypotes: p; | 271 272 273 274 274 1
Forvantat antal: np; | 50 25 12,5 6.25 6.25| 100

Vi forkastar hypotesen om att observationerna kommer fran en ffg(1/2)-férdelning for stora virden pa

- x; — np;)?
q:Z(z pl)

no.
i=1 P

som da hypotesen stimmer ir ett utfall frin en (approximativt) x?(r — 1)-fordelad stokastisk variabel.
Ur x2(5 — 1) = x%(4)-tabeller far man att x3 o5 = 9.4877. Vi observerar utfallet ¢ = 15.16 > x2 (5 si vi
forkastar hypotesen pa niva 5%.

Pa niva 1% fas x2; = 13.277 sa hypotesen forkastas dven pa niva 1%. (Testets p-virde dr 0.438%.)

13.33 De n = 300 observationerna pa den formodat Poisson(u)-fordelade stokastiska variabeln delas in i 4
kategorier beroende pa dess virde:

Kategori (virde)
0 1 2 >3
Observerad frekvens: z; [ 249 42 9 0 | 300

Lat p; vara sannolikheten att en observation hamnar i kategori i. Om Poisson(u)-antagandet stimmer

skattas pu med
249 42 9
S DS Dl S
Hops 300 300 T 300

Med denna skattning erhalles skattningarna

2 2

e (Hobs)™ —pr . *
€7 (Pl = R e (Pa)be = 1= D (Pi)ibe
: =0

* (/J’: S)O —pk * (Mo s)l
(po)obs = Tﬁe Hove (pl)obs = ~fobs.

De (skattade) férvintade antalet observationer i kategori ¢ &r n(p;)%, ..

Kategori (vérde)

0 1 2 >3
Observerad frekvens: x; 249 42 9 0 300=n
Hypotes: (p;)%,. | 0.81873 0.16375 0.016375 0.0011485 1
Forvéntat antal: n(p;)%,, | 245.62  49.124  4.9124 0.34454 300

Kategorier med ett lagt (skattat) forvintat antal, n(p;)},, slas samman for att 6ka det férvéntade antalet.
Hér gor vi sammanslagningar till » = 3 kategorier:

Kategori (vérde)

0 1 > 2
Observerad frekvens: x; 249 42 9 300 =n
Hypotes: (p;)%,, | 0.81873 0.16375 0.017523 1
Forvintat antal: n(p;)%, | 245.62  49.124  5.2569 300

Vi forkastar en hypotes om Poisson(u)-fordelning for stora virden pa

I SR

i=1 n(pi)zbs
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som d& hypotesen stimmer &r ett utfall av en (approximativt) x2(r—1—1)-fordelad stokastisk variabel. En
extra frihetsgrad har férsvunnit da parametern p ersattes med skattningen %, .. Ur x2(3—1—1) = x2(1)-
tabeller far man att x2,; = 3.8415. Vi observerar utfallet ¢ = 3.7448 < 3.8415 si vi forkastar inte
hypotesen pa niva 5%. Vi kan inte utesluta att observationerna kommer fran en Poissonfordelning.

Pa niva 10% fas x3 10 = 2.7055 < g s& hypotesen férkastas pa niva 10%. (Testets p-virde &dr 5.30%.)

13.34
13.35 Lat x;; vara antalet observationer i kategori (4, 4), j =1,...,7, i =1,...,s. Beteckna det totala antalet
skadade med N =7, Z;Zl x;5 = 500. Notera att N egentligen borde modelleras som ett utfall av en
stokastisk variabel, men vi kommer att rdkna som om N vore fix. D4 kan 2;; modelleras som utfall av en
Bin(N, p;;)-férdelad stokastisk variabel X;.
Tij Sékerhetsbéilte
1 (anvéndes) 2 (anvéndes ej)
) 1 (lidtta) 101 143 nyp = 244
Personskador | o a1) 58 198 na = 256
my = 159 mo = 341 N =500
Vi skattar férdelningen for personskador med
. n; . 244 « 256
(pi)obs - N (pl)obs - 500’ (p2)obs - 500"
Vi skattar fordelningen for anviandandet av sikerhetsbilte med
. m; « 159 . 34l
(qi)obs - W (Q1)obs - 500’ (qQ)obs - 500"
Om graden av personskada &r oberoende av anvéndandet av sékerhetsbalte, p;; = p;q;, kan p;; skattas
med (p;)Xs - (¢5)ks och det férvintade antalet observationer med
n; M
N (pi)ips (@)kps = —2.
(p )obs (q])obs N
T Sikerhetsbilte
1 (anvéndes) 2 (anvéndes €j)
. 1 (latta) 77.592 166.408 244
Personskador | o a0y | 81.408 174.592 256
159 341 500
Vi forkastar en hypotes om oberoende mellan grad av personskada och anvindande av sékerhetsbilte for
stora virden pa
s r n;m;j\2
_ (zij — =)
¢=>.> —mm
i=1 j=1 N
som om hypotesen stimmer dr ett utfall av en (approximativt) x2((s — 1)(r — 1))-fordelad stokastisk
variabel. Ur x2((2 — 1)(2 — 1)) = x?(1)-tabeller far man att y2,, = 6.63. Vi observerar utfallet ¢ =
20.2235 > x2 ; sa vi forkastar hypotesen om oberoende pa niva 1%. Anvéindandet av séikerhetsbélte och
graden av personskada iir inte oberoende. (Testets p-viirde dr ~ 6.9 - 1076.)
14.1 Lat vy, ..., y, vara de uppmaétta ljusextinktionerna vid koncentrationerna x1, . .., x,. Vi ansétter modellen

att y1,...,y, ar utfall av oberoende N(«a + (z;, o)-fordelade stokastiska variabler Yi,...,Y,,.

Koncentration, x1,...,2, | 0.40 0.70 1.00 1.20 1.40 1.70 2.00
Extinktion, y1,...,yn 0.23 0.34 0.42 0.55 0.61 0.77 0.84.

Observationerna sammanfattas av storheterna

7=120, 7=0.537
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n n n

Spa =D (i —F)* =1.86, Suy = > (i — Z)(yi — ) = 0.741, Sy, = > (yi —§)* = 0.298.

=1 =1 i=1

Parametrarna § och a skattas med

Sy . _ _
Blos = S—y =0.398 respektive . =7 — BT = 0.0591
Variansen o2 skattas med )
s? = — [Syy = BinsSey] = 0.0013888,

det vill sédga o skattas med s = 0.025052.
a) Per enhet okar extinktionen med faktorn 5 som skattas med 3. = 0.398.

b) En skattning av E (Y (1.20)) = o+ 3-1.20 ar o, + B - 1.20 = 0.53714. Skattningen o + B - 1.20
ar ett utfall av en stokastisk variabel med varians

V(e*+6-12) = V(Y -pZ+6-1.2)=V (Y +3*(1.2— 7)) = {oberoende}

= V({)+Q12-2)?2V(B)= %2 + (1.2 - :‘c)2§—2.

Alltsa, standardavvikelsen &r

D(a*w*_l,g)zﬁ%w:M%%iwﬁzo/ﬁ

c) En skattning av E (Y (0)) = a 4r o, . = 0.0591. Skattningen o, &r ett utfall av en stokastisk variabel
med varians

2 2

V(a*) = V (V- p%) = {oberoende} = V (V) + (—7)2V (8") = % n 5;2;’—.
Alltsa, standardavvikelsen &r
1 72 1 (1.2)2
D(a*) = — = = =0. .
(a")=0c n+5'm o 7—|— 136 0.95760
d) En skattning av o &r s = 0.025052.
14.2
14.3
14.4 Lat y, ..., y, vara de uppmétta dimensionerna vid instéllningarna x1,...,x,. Vi ansitter modellen att

Y1, - -, Yyn ar utfall av oberoende N(a + fx;, o)-férdelade stokastiska variabler Y7,...,Y,,.

Instéllning, z1,...,z, [ 1.0 2.0 3.0 4.0 50 6.0 7.0
Dimension, y1,...,y, |09 14 2.2 2.7 32 43 4.2
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Dimension, y
w
T

0 ! ! ! ! ! ! ! ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Instédllning, =

De uppmitta dimensionerna y for olika instéllningar x mar-
kerade med kryss med den skattade regressionslinjen inritad.

Observationerna sammanfattas av storheterna

T=40, [§=27

Sex =Y (2 —T)* =28, Say = (2:—F)(yi — ) =167, Syy = > (y; —7)° = 10.24.
=1

=1 =1

b) Parametrarna (3 och « skattas med

S, ' -
Bops = g = 0.59643  respektive ag,, = — G5, T = 0.31429.

obs
Tx

Variansen o2 skattas med )
s? = — [Syy = BinsSy] = 0.055929,

det vill sdga o skattas med s = 0.23649.

¢) Om man onskar att 2.5 = F (Y (z)) = a + Bz skall z viljas sa att * = (2.5 — «)/0. Denna storhet
skattas med (2.5 — a,.)/Bk. = 3.6647.

d) Skattningen o &r ett utfall av den normalférdelade stokastiska variabeln o*, dér

72
o i N|a,o/—+—

S{EIIJ
Ur t(n — 2) = ¢(7 — 2)-tabell erhalles att ¢g 925 = 2.57. Alltsa ges ett konfidensintervall for o av

1 72
(RS a:bs + to.02554/ — + g
xrx

= 0.31429 + 2.57-0.19987 = 0.314 £ 0.514  (95%)).

3

Skattningen 3, . &r ett utfall av den normalférdelade stokastiska variabeln 3*, dér

B* i N (5, \/%) .

Alltsa ges ett konfidensintervall for 3 av
s

€ B £t
6 /gobs 0.025\/S—m

= 0.59643 + 2.57 - 0.044693 = 0.596 £ 0.115  (95%).

e) For en punkt x skattas E (Y (20)) = a + Bxo av oy, + B2 xo som ar ett utfall av o + %20, dér

(z0 — 7)?

1
o + 8% i N | a+ Bzg,o4/ =+
n Sz
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Alltsa ges ett konfidensintervall for « + Bz av

. 1
o+ Bxg € Qs ﬂ;‘bsxo + t9.0258 E +

Dimension, y
\

1 I I I I I I I ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Installning, =

Regressionslinjen (heldragen) med konfidensintervallet for
vintevirdet E (Y (x)) som funktion av x (streckade linjer).

14.5 Vi gor mitningar i punkter = svarande mot z = 1/\? och far fsljande observationer:

by 6232 5571 5100
z; = 1/A2 | 257481078 3.2221-1078 3.8447-108
Yi 19.38 25.62 30.10

Data kan sammanfattas med
T=3.2138-10"% 7 =25.033

Sex =Y (2;—7)* = 8.0638-10""7  Spy =Y (2;—Z)(y;i—7) = 6.8137-10"° Sy, =) (yi—7)* = 57.975.

Vi ansétter modellen att yi,...,y, ir utfall av oberoende N(a + fz;, 0)-férdelade stokastiska variabler
Yi,...,Y,.

a) Parametrarna § och « skattas med

S . _ _
Baps = S—y =8.45-10° respektive =7 — (T = —2.123.
Variansen o2 skattas med 1
s? = — [Syy = BinsSy] = 0.40141,

det vill sdga o skattas med s = 0.63357.

32

<) ) ) @
= =N & S
T T T T

Vridning, y

S
N3
T

20 -
X

18 1 1 1 1 1 1 1 |
2.4 2.6 28 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
p—_ 2
r=1/X\ L10-8
De tre métningarna pa vridningen som funktion av 1/)\2, dar

A dr ljusets vaglangd, med inritad regressionslinje.
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c) Skattningen 3% . dr ett utfall av den normalférdelade stokastiska variabeln 5%, dér

g i N (ﬁ, \/%) .

Ur t(n — 2) = t(3 — 2)-tabell erhalles att ¢g.g25 = 12.706 (!). Alltsa ges ett konfidensintervall for 5 av

B € Bl E to,o%% =8.45-10% £12.706 - 7.0555 - 107 = (8.45 +8.96) - 10%°  (95%).

14.6

14.7 a) Om hypotesen 1 = 0 forkastas till forman for 31 # 0 har testet p-viirde 8.3-107°. Detta &r den ligsta
signifikansniva hypotesen kan férkastas pa och speciellt férkastas den pa niva 5%.

Om hypotesen B2 = 0 forkastas till forman for By # 0 har testet p-virde 0.132. Detta dr den lidgsta
signifikansniva hypotesen kan forkastas pa. Alltsa, hypotesen forkastas ej pa niva 5%.

b) Férandringen (31 + (2 skattas med (51)%, + (82)%p = 1.423 — 0.176 = 1.247.
c¢) Skattningen (51)%,. + (B2)%, r ett utfall av en stokastisk variabel 57 + 43 med varians
V(B +05) =V (B1) +V(B3) +2C (81, B2)

det vill séga standardavvikelsen skattas till

d(Bt + B5) = /(0.247)2 + (0.112)2 + 2 - (—0.00248) = 0.2619.

14.8

43



