Tidsdiskreta Markovkedjor med oéndligt antal tillstand

Viktig konsekvens: existensen av en stationédrférdelning inte given.

Lat T; vara tiden att ga fran 4 tillbaka till 4. Tre fall:

P(T; <o) <1 i transient
P(T; <o) =1,E[T;] = 00 i noll-rekurrent
E[Ti] < > i positivt rekurrent

Satserna innan generaliseras om ”dndlig” irreducibel Markovkedja ersétts med ”positivt rekurrent”
irreducibel Markovkedja.

Markovkedjor i kontinuerlig tid

Definition: Den tidskontinuerliga stokastiska processen (X (t));>¢ sigs vara en Markovprocess om
P(X(tn) = 2p|X(tn-1) =2pn_1, -+, X(to) =20) = P(X(tn) = p| X (tn-1) = n_1)
for alla n > 1, tidpunkter tg < t; < -+ < t,, och tillstand zq, ..., x,.
Formellt kan man forfarande bilda matriser av évergangssannolikheter
P(t) = [X(t) = jIX(0) = i,

som uppfyller Chapman-Kolmogorovs ekvationer:

Vi definierar intensiteterna

1 ) . .
i }LE%EP(X(h)—ﬂX(O)—l)v JFi

a lim <P (X(h) # i| X (0) = i) lim %[1 —P(X(h) = i|X(0) = 1)]

h—0 h —0
Vi forutsitter att derivatorna existerar och dr dndliga. Vidare forutsitter vi att
qi = Z qij
J#i
Alltsa &ar

Lat T vara uppehallstiden i tillstand i. Minneslosheten hos en Markovprocess innebir att
P(T>s+tlT>s)=P(T>tT>0)

for alla s,t > 0. Alltsa ar
P(T>s+t) P(T>¢%)

P(T>s)  P(T'>0)




eller

In(P(T >s+t) —In(P(T >s)) =n(P(T >t)) —In(P(T >0))
eller med R(t) = In(P (T > t)) sa &r R(s +t) — R(s) = R(t) — R(0) for alla ¢, s > 0. Detta medfor
att R(t) = a + bt eller P (T > t) = e***. Randvillkor ger att a = 0,b = —¢; s& P (T > t) = e~ %!
uppehallstiden i tillstand ¢ 4r exponentialférdelad med intensitet g;.

Dynamik: Markovkedjan tillbringar en exponentialférdelad tid i tillstind ¢ med véntevirde 1/g;.
Dérefter hoppar kedjan till tillstand j # ¢ med sannolikhet p;; = ¢;;/¢;-

Definition: Initensitetsmatrisen fér en tidskontinuerlig Markovkedja definieras som Q = [g;;], j
dér gi; = —q; -
Exempel: Intensitetsmatrisen
-5 4 1
Q=] 0 -1 1
2 2 -4

motsvaras av att tiderna i tillstanden dr exponentialférdelade med vintevirden 1/5, 1 resp. 1/4
och har hoppmatris

R 0 08 0.2
P = 0 0 1
05 05 0
Notera att 1
= lim — (P - TI
Q = lim o (P(h) —I)

dér alla radsummor i matrisen @ ar 0.

Matrisen P(t) = [p;;(t)];; bestdms som losning till f6ljande differentialekvationer:

d 1
SP(t) = lim —[P(t+h) - P(2)
.1 o1
= lim > [P(t)P(h) — P(t)] = lim - [P(h)P(t) — P(t)
.1 o1
= Jim S P(OP(R)—1) = lim +[P(h) — IP()
- P()Q = QP(1).

Detta kallas for Kolmogorovs framaéat- respektive bakatekvationer.
Anmirkning: bakatekvationerna har alltid (minst en) l6sning, framéatekvationerna kan sakna lsning.

Med hjalp av framatekvationerna far vi att de absoluta sannolikheterna uppfyller:

() = Sp(0)P(H) = pO)P()Q = p()Q.

Sats. En sannoliketsfordelning 7 uppfyller

0=7Q
om och endast om den &r en stationérfordelning for Markovkedjan med intensitetsmatris Q.
Bevis: Om 7 = wP(t) sa ir med framatekvationen 0 = wP'(t) = nP(1)Q = ©Q.

Omvént: Om 7@ = 0 sé med p(0) = 7 &r p(t) = p(0)P(t) och Lp(t) = 7QP(t) = 0 det vill siiga
p(t) dr konstant.



Flodesbalans under stationaritet! For alla tillstand ¢ géller att

Tid; = Zﬂiqij

i#]
Exempel: Intensitetsmatrisen
-5 4 1
2 2 -4

ger balansekvationerna
511 = 0wy + 273 1my = 4wy + 273 4y = 1y + 1o

som entydigt bestdmmer 7 upp till en multiplikativ konstant. Kravet att 7« &r en sannolik-
hetsférdelning ger 16sningen

=% % & ]=[08 .72 20].
Sats. Om Markovkedjan ar dndlig existerar minst en stationérfordelning.
Sats. Om Markovkedjan dr irreducibel existerar hégst en stationérfordelning.

Sats. Om Markovkedjan dr éndlig och irreducibel &r den tidskontinuerliga Markovkedjan ergodisk.



