Tag en Markovkedja i kontinuerlig tid med intensitetsmatris @ En fordelning 7 som uppfyller
7@ = 0 ir en stationdrférdelning fér Markovkedjan.

Exempel: Losning av wQ = 0 dér
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ger m= (& 18 2) = (.08 .72 .20). Ekvationen w@Q = 0 kallas den (globala) balansekvationen.

Precis som i diskret tid kan m; tolkas som andelen tid kedjan tillbringar i tillstand <.
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dar T; ar tiden mellan tva intraden till tillstand 7. Alltsa &r
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Vidare &r andelen tid som kedjan tillbringar i tillstand j mellan tva intrdden i tillstand i:
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Absorbtion i kontinuerlig tid: Det &ndliga tillstandsrummet £ = AU G dar AN G = &, déar A &r
méngden av absorberande tillstand, ¢; = 0, och G genomgangstillstanden.

Sannolikheterna a;; = P (Kedjan absorberas i j givet start i ¢) uppfyller

Qi = szkak] Pzg + Z plkakj = — + Z %ak]

keG i keG\{i }
for alla i € G, j € A. For de forvintade tiderna till absorbtion fas
= *+szktk = *+ Zplktk = *+ Z qﬂtk
keG i keG\{i }

fori e G.

Fé6delse-/ddds-processer och koteori

Lat tillstandsrummet for den tidskontinuerliga Markovkedjan (X (t));>o vara E = {0,1,2,...} och
dess intensitetsmatris Q. Processen (X(t)):>o sigs vara en fodelseprocess om de enda positiva
intensiteterna &r pa formen g¢; ;+1, ¢ > 0, och en fodelse-/dédsprocess om endast ¢; ;41 = A; och
Qit+1,5 = Mit+1, ¢ > 0, dr positiva.

Exempel: Poissonprocessen, en fédelseprocess med konstant fodelseintensitet, A\; = g; ;41 = A > 0.

Med start i X(0) = 0 erhalls framatekvationen

eller
pi(t) = Apj—1(t) = Ap;(t), j>1.



Lat g(s,t) = E [s*®]. Da ar
D5t = 23 005 =AY i a(®)57 — A3 ps(0)s7 = As(s,1) — Ag(s, )
ot ot - J - I - J ’ ’

vilket ger %g(&t) = \(s — 1)g(s,t) det vill siiga g(s,t) = MUt = o(5=Dr dsir = M. Alltsa,
X (t) ar Poissonfordelad med vintevirde At.

Poissonprocessen har karaktériseras av att den har oberoende Poissonférdelade tillskott, det vill
sdga for alla 0 < s < t &r X (t) — X(s) och X(s) — X (0) &r oberoende och Poissonférdelade med
véntevirde \(t — s) resp. As.

Regularitet

For en generell fodelseprocess med X (0) = 0 lat T;, ¢ > 0, vara tiden till tillstand ¢ besoks. Da ér

Tva saker kan intriffa

lim E[T,
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] = lim nz 1 [ < oo processen exploderar, &r irreguljir
T nooo - A; | =00 processen exploderar inte, &r reguljir
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Vi kommer bara att betrakta reguljira Markovkedjor. For nédvéndiga och tillrackliga villkor for
regularitet se kursboken.

Exempel: Fodelseprocessen med \; = i\, ¢ > 1, dr reguljir eftersom
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Exempel: Fodelseprocessen med \; = 42\, ¢ > 1, &r irreguljér eftersom

n—1
,}1_,120 ET,] = nh_)rrolo 2 3\ < 00.
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Stationirférdelning for fodelse-/dodsprocesser

Stationédrfordelningen 7 maste uppfylla de lokala balansekvationerna:

Th—1 k-1 = UETk-

Detta ger:
Ak—1 Ak—1Ak—2 Ak—1Ak—2 "+ Ao
T = Tpo] = ——— 2 = s T
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Med pg =1 och p, = szl Ai—1/pr s& uppfyller 7, = ppmo ekvationen wQ = 0. Kan man sedan

normalisera sa att
1= Zﬂ'k = Zﬂkﬂo = WOZPk:
k k k

dvs vélja mg = 1/, px, far vi en sannolikhetsfordelning som l6sning och alltsa den unika gréns-
fordelningen for den ergodiska fodelse-/dods-processen. (Normaliseringen forutrsitter att >, pp <
00).
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Exempel: M/M/1-systemet. Overgangsintensiteterna ir Qi e+1 = Ay Qey1,5 = p for £ > 0. Funge-
rar som modell for ett kosystem dér kunder kommer enligt en Poissonprocess med intensitet A och
kunders betjéiningstid ér oberoende och exponentialférdelade med vintevirde 1/p.

Lokal balans ger stationérfordelningen 7w maste uppfylla
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Vi har att
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om p < 1,dvs A < u. Da géller att
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om mp = 1 — p. Alltsa, om A < p existerar stationdrfordelningen (och processen &r ergodisk) och

m = (1 - p)p*.

Fordelningen kallas geometrisk fordelning och #r slikt med ffg-fordelningen. Om X &r Geo(p) sa
ar X' = X + 1 fig(p),

P(X=k)=P(X' —-1=k)=PX'=k+1)=p(1-p)* k=0,12,...

Alltsa

och



