Maximum likelihood-metoden Skattningarna (61)%,, ..., (6r)%, r de vérden pa 6y, ..., 6, som
maximerar trolighetsfunktionen

L(61,...,0.) = fx,..x,(®1,...,2p)
vid kontinuerliga fordelningar, eller
L(0y,...,0,) =P (X1 =z1,..., X, = x,)
vid diskreta.

Filosofin bakom Maximum likelihood-metoden &r att vart utfall (stickprovet) bestdms av paramet-
rarna i de ingdende fordelningarna. Skattningen av dessa parametrar adr de virden som gor det
observerade sa troligt som majligt.

Tips! Ofta &r det enklare att maximera log L(61,...,0;).

Exempel: Binomialférdelningen. Lat x vara ett utfall av en binomialférdelad stokastisk variabel
X.

T
Logaritmering ger
InL(p) =1In (<n>) +zlnp+ (n—z)In(l — p).
x
Derivering bestdmmer maximum:

d 1 1
—InLp)=0+2z—-—(n—xz)—— =0
dp (®) p L—p

ger 16sningen p = z/n. Alltsa, ML-skattningen av p &r p’, . = x/n.

Minsta kvadrat-metoden Lat x4, . .., x, vara utfall av oberoende stokastiska variabler X1, ..., X,

(med samma varians). Skattningarna (61)%,,. .., (0,)5,, de virden pa 64,...,60, som minimerar

minsta kvadrat-avstanden mellan observationer och vintevirden:

n

QWOr,...,0,) =D (w: — E[Xi))*.

i=1

Aven hir minimeras @ oftast med hjilp av derivering.

Exempel: Lat z vara ett utfall av en binomialfordelad stokastisk variabel X. MK-metoden: finn
p som minimerar

Q(p) = (x — E[X])? = (z — np)*.
Eftersom (Q(p) > 0 med likhet om p = z/n & MK-skattningen av p, pi,. = z/n.

Konfidensintervall

Definition: Ett konfidensintervall Ip(x1,...,x,) for 6 &r ett utfall av ett stokastiskt intervall
Ip(X1,...,X,) sadant att

P(0 € Iy(X1,...,Xn)) =1— a = konfidensgraden.

Lat 0%, . vara en skattning av § sadan att 6* & N(6, D). Da kan vi ur N(0, 1)-tabeller bestdmma

kvantiler A,/ sa att med sannolikhet 1 — a &r

*

_)‘a/Z < < )\a/2



eller
—)\a/gD <O —-0< /\Q/QD

eller
0" — Aaj2D <0 < 0" + Aayj2D.

Det vill siga
0 € 055 £ X2 D

obs

ar ett konfindensintervall for 6 med konfidensgrad 1 — «.

Om 0* &r approximativt N(6, D) ddr D = D (0*) inte ar kéind far den skattas och
0 € 00 £ Aay2d(07)

ar ett (approximativt) konfindensintervall f6r § med konfidensgrad ~ 1 — .

Exempel: Lat 21, . . ., z, vara utfall av oberoende N(yu, o)-fordelade stokastiska variabler X7, ..., X,,.

Vintevirdet p skattas med T dér o
X dr N(p,0/v/n)
Ett konfidensintervall for p &r

BETE N2 (1-a)

7

Exempel: Opinionsundersokning. Lat x vara antalet sympatisorer av n intervjuade. Vi modellerar
x som ett utfall av en binomialférdelad stokastisk variabel X, X &r Bin(n, p).

Da ér pf.. = z/n och D (p*) = /p(1 — p)/n. Om p* &r approximativt N(p, D (p*)) sa fas (= 95%)-
konfidensintervall

Parti Antal, « Andel [%)], p},, Medelfel (%], d(p*) pk £ 1.96d(p*)
)

(S) 668 35.0 1.1 (32.9, 37.2
V) 139 7.3 0.6 (6.1, 8.5)
(Mp) 109 5.7 0.5 (4.7, 6.8)
(M) 463 24.3 1.0 (22.4, 26.2)
(C) 126 6.6 0.6 (5.5, 7.7)
(Fp) 244 12.8 0.8 (11.3, 14.3)
(Kd) 101 5.3 0.5 (4.3, 6.3)
Ovr 57 3.0 0.4 (2.2, 3.8)
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Normalapproximationen motiveras av att skattningen av

V(X) =np(l —p)

alla &r mycket storre dn 10.

Exakta konfidensintervall i normalférdelningen

Lat xq,...,x, vara utfall av oberoende N(pu, o)-fordelade stokastiska variabler X, ..., X,,.

Fordelningen for

1 n ) n Xl_/ﬁ 2 n )
A= (F) =3
= i=

i=1



ar fordelningen for en summa av kvadrater av oberoende N(0, 1)-variabler, och beror inte pa p
eller o. Fordelningen kallas y2-férdelningen och parametern, antalet termer i summan, kallas dess
frihetsgrader. Fordelningen finns tabulerad i formelsamlingen.

Sats. Man kan visa att

ar x?(n — 1)-fordelad (och oberoende av X).

Vi kan saledes for varje sannolikhet o bestdmma kvantilerna Xia /2 och Xi /2 sa att

n—1)5?
P (X?—a/? < % < X§/2> =l-a

Sa med sannolikhet 1 — a 4r
(n—1)8?

Xi_as2 < Q2 = Xo/2
eller 5 )
(n—1)S o2 < (n-1)S
2 =0 =75 :
XQ/Q Xl—a/2
Detta ar ger att
(n—1)s? < < (n—1)s?
2 =0 =77 :
Xa/2 Xl—a/?

ar ett [symmetriskt] konfidensintervall for o2 med konfidensgrad 1 — «. Ett intervall for o #r

—1)s2 — 1) 42
(n 2l)s <o< (n2 1)5.
XQ/Q leoz/2
Vidare sa ar o
X —
BN, 1)

a/vn

och

X—p
S/v/n
alltsa, storheten har en férdelning som inte beror pa u eller ¢ utan bara pa antalet observationer

n. Utnyttjar vi tabellerna for ¢-férdelningen kan vi for varje sannolikhet @ bestdmma kvantiler ¢, /2
sa att med sannolikhet 1 — « &r

ar t(n — 1)-fordelad,

a/2 > S/\/ﬁ = ba/2
eller g s
—ta/zﬁ <X -—p< ta/zﬁ
eller

— S — S
X *ta/Q% <p< X+ta/2%~

Alltsa, ett [symmetriskt] konfidensintervall f6r p med konfidensgrad 1 — « &r

N



