Stokastiska processer

En familj av stokastiska variabler {X (¢);t € T} kallas for en stokastisk process. Indexméngden
T kan ofta tolkas som olika tidpunkter. Om T &r uppriknelig sdgs processen vara tidsdiskret,
om T = [0,00) sdgs den vara tidskontinuerlig. Tillstandsméngden foér processen, E, kan #ven
vara diskret eller kontinuerligt. Vi kommer enbart att betrakta diskreta tillstandsméngder och
inledningsvis dndliga, dvs. E = {u1,ua,...,un}.

For en stokastisk process med upprékneligt F ar
P (X(t()) = o, ", X(tn) = l'n)
II?()) .
P(X(t1) = z1|X(to) = o) -~
P(X(tn) = 2n| X (tn-1) = 2n-1, ..., X(to) = x0)
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for tg,...t, €T.

Definition: Den stokastiska processen sigs vara en Markovprocess om

P(X(tn) = 2n| X (tn-1) = Tn-1, ..., X(to) = 20) = P (X(tn) = zp| X (tn-1) = Tpn—1)
for allan > 1, tg <ty < --- < t, och tillstand xzg, ..., x,.
Detta innebér att for en Markovprocess ar

P(X(tO) =0, ", X(tn) :xn)
=P (X(to) = z0) P (X(t1) = 21|X(to) = w0) - - - P (X (tn) = 2| X (tn—1) = Tp—1)

fortg<t1 <---<t,eT.

Markovprocessen kallas tidshomogen om P (X (t + s) = j|X(s) = i) inte beror pa s, dvs
P (X(t+5) = jl|X(s) = i) = P(X(t) = j|X(0) = i) = pi; (t)

for allai,j € E.

Matrisform

Lat i fortsdttningen T = {0,1,2,...}, dvs vi betraktar en tidsdiskret Markovkedja.

Overgangssannolikheterna samlas i en 6vergangsmatris

PO = [P X, %o =i, = bl

%,J

p=pYH = [P (X1 =j[Xo= i)]i,j = [pij]i,j

dér radsummorna i overgangsmatriserna dr 1. Notera att F kan vara oéndligt stor vilket ger
"matriser” med oédndligt manga rader och kolumner.
Vi har att
P = P (Xpgm =1 Xo =) = Y P (Xpngn = 4, Xp = k[ Xo = 1)
k

D P (Xngn = jI1Xn =k, Xo = i) P (X,, = k| Xo = i)
k

> P (Xpn = jI1 X0 = k)P (X, = k| Xo = i)
k
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dvs elementen i n + m-stegsovergangsmatrisen fas som elementen i P(™ - P(™) Dys,
p = pi+n-1) _ p) ptn-1) _ p. ptn-1) _ p.p.pn=2) _ p.p...p— pn.
P identifieras som I , enhetsmatrisen.
Komponenterna i radvektorn p(™ av absoluta sannolikheter
P = [P (X, = )],

dir p(© #r begynnelse- (initial-) -fordelningen, &r

P =P (X, =)=  P(X,=jlXo=)P(Xo=0) = pi}'p\”

dvs komponenterna i vektorn p(® P,
Sammanfattning:

Chapman-Kolmogorov

1. P(n+m) _ P(n) _P(m).
2. P = p.
3. p() — p( pm).

Absorbtion

Ett tillstand ¢ sadant att p;; = 1 kallas absorberande. Icke-absorberande tillstand fran vilka man di-
rekt eller indirekt kan komma till ett absorberande tillstand kallas genomgangstillstand. En Markov-
kedja som enbart har genomgangstillstand och absorberande tillstand kallas A-kedja, dvs E = AUG
dir ANG =a.

Vi skall for en #dndlig A-kedja fanga storheter som

(n)
ij
Notera att a;; = 0 for j € G och a;; =0 for i € A da j # 1.

1. a;; = P (Kedjan absorberas i j givet start i ¢) = lim,,_.oo p

2. T; = tiden till absorbtion givet start i 4. T; =0 for ¢ € A. t, = E[T;].

Sannolikheterna a;; uppfyller
aij = Zpikakj =Dpij + Z Dik
k keG

for allai € G, j € A.
Pa matrisform:

p_ Paeg Pga | _ | Pac Paa
P, Paa 0 I '

dvs Pga och Pgg ar Overgangsmatriserna som fas om man bara betraktar overgangar g- till
a-tillstand respektive g- till g-tillstand. Da &r A = [a;j];,; en |G| x |A|-matris sadan att

A =Pga+ PgcA
vilket ger (I — Pgg)A = Pga eller

A= (I — PGG>_1PGA-



Med t; = E [tiden till absorbtion|start i ¢|. Fér tiderna ¢; géller

ti = 1+szktk =1+ patk

keG

for alla i € G. Med t som kolumnvektor fas matrisformuleringen
t=1+ Pggt

eller
t= (I — ng)_l

dar 1 ar kolumnvektorn med ettor.

Vi utnyttjande hér att for en héndelse A definieras det betingade véntevirdet

E[T|4] = ZkP =k|A).

samt lagen om total forvintan: om Ay, ..., A, ar hindelser som partitionerar ett utfallsrum sa dr

> kP (T =k) = ZkZP (T = k|A;) ZP A;) Y kP (T = k|Aj)
k k
ZE[T|AJ] Aj) -

E[T]

Vi kan tillimpa detta med en initialfordelning p(®). Det obetingade viinteviirdet ér da

E[Tid till absorbtion] = Y ;p{" = p©¢.



