Ekvationerna
P'(t)=QP(t) P'(t)=P()Q

kallas for Kolomogorovs bakat- respektive framatekvation.

Med hjalp av framatekvationerna far vi att de absoluta sannolikheterna uppfyller:

() = SpO)P(H) =p0)P(HQ = p(1)Q.

Sats. En sannoliketsfordelning 7 uppfyller

0= 7TQ alt. 45 = Zﬂiqij7 allaj
ij

om och endast om den &ar en stationdrfordelning for Markovkedjan med intensitetsmatris Q.
Bevis: Om 7 = wP(t) si dr med framéatekvationen 0 = wP'(t) = wP(t)Q = 7 Q.

Omvént: Om 7@ = 0 sé med p(0) = 7 &r p(t) = p(0)P(t) och Lp(t) = mQP(t) = 0 det vill siiga
p(t) dr konstant.

Exempel: Intensitetsmatrisen

ger balansekvationerna
57T1:07T2+27T3 ].’/T2:47T1+27T3 47T3:17T1+].7T2

som entydigt bestimmer 7 upp till en multiplikativ konstant. Kravet att 7 &r en sannolik-
hetsfordelning ger 16sningen

_[ 2 18 5 7_
Sats. Om Markovkedjan dr dndlig existerar minst en stationédrfordelning.

Sats. Om Markovkedjan dr irreducibel existerar hégst en stationérfordelning.

Sats. Om Markovkedjan dr éndlig och irreducibel &r den tidskontinuerliga Markovkedjan ergodisk.

Precis som i diskret tid kan 7; tolkas som andelen tid kedjan tillbringar i tillstand 3.

= 1/qi
"En)

dar T; ar tiden mellan tva intraden till tillstand 7. Alltsa &r

1
BT = .

Vidare dr tiden som kedjan tillbringar i tillstand j mellan tva intréden i tillstand 7:
Ty

qiT;

E[Ti]m; =

Absorbtion i kontinuerlig tid: Det édndliga tillstandsrummet £ = AU G dir ANG = @, diar A ar
méngden av absorberande tillstand, ¢; = 0, och G genomgangstillstanden.



Sannolikheterna a;; = P (Kedjan absorberas i j givet start i ¢) uppfyller

dik
szkak] = pij + Z Pirak; =~ + —ay;.
keG t o keG\{i}

for alla i € G, j € A. For de forvintade tiderna till absorbtion fas

dik
f-ﬁ—Zsztk—*-Fszktk—*-f— ==ty
kea i keG\ {3} i

fori e G.

Fo6delse-/ddds-processer och koteori

Lat tillstandsrummet for den tidskontinuerliga Markovkedjan (X (t));>o vara £ = {0,1,2,...} och
dess intensitetsmatris Q. Processen (X(t)):>o sigs vara en fodelseprocess om de enda positiva
intensiteterna #dr pa formen ¢; 41, ¢ > 0, och en fodelse-/dddsprocess om endast ¢; ;41 = A; och
Qi+1,5 = Mit+1, © > 0, dr positiva.

Exempel: Poissonprocessen, en fédelseprocess med konstant fodelseintensitet, A\; = g; ;41 = A > 0.

Poissonprocessen har karaktériseras av att den har oberoende Poissonfordelade tillskott, det vill
siiga for alla 0 < s < t dr X (t) — X (s) och X(s) — X(0) dr oberoende och Poissonfordelade med
véntevéirde \(t — s) resp. As.

Regularitet

For en generell fodelseprocess med X (0) = 0 1at T3, ¢ > 0, vara tiden till tillstand ¢ besdks. Da &r

Tva saker kan intraffa

n—0o n—oo A; | =00 processen exploderar inte, &r reguljir

n—1

1 s

lim E[T,] = lim Z 1 { < oo processen exploderar, dr irreguljir
i=0

Vi kommer bara att betrakta reguljira Markovkedjor. For nédvéndiga och tillriackliga villkor for
regularitet se kursboken.

Exempel: Fodelseprocessen med \; = i\, i > 1, dr reguljér eftersom
n—1

1
lim E[T,] = lim E o> = o
n— 00 n—oo 4 17

i=1

Exempel: Fodelseprocessen med \; = 32\, ¢ > 1, &r irreguljér eftersom

n—oo

n—1
1
lim E[T,] = lim Z—/\<oo
i=1



Stationédrférdelning for fodelse-/dodsprocesser

Stationédrfordelningen 7 maste uppfylla de lokala balansekvationerna:
Th—1Ak—1 = UgTEk-

Detta ger:
Ak A1 k2 A1 Ak—27 0 Ao
Ty = The)] = ————— Mg = ———————————.
Pk Hr k-1 Hifbk—1 " (1

Med pg =1 och p, = szl Ai—1/pr s& uppfyller 7, = ppmo ekvationen wQ = 0. Kan man sedan

normalisera sa att
1= Zﬂ'k = ZPWO = WoZPk,
k k k

dvs vélja mg = 1/, px, far vi en sannolikhetsfordelning som losning och alltsa den unika gréns-
fordelningen for den ergodiska fodelse-/dods-processen. (Normaliseringen forutrsétter att >, pr <




