Stationédrférdelning for fodelse-/dédsprocesser

Stationédrfordelningen 7 maste uppfylla de lokala balansekvationerna:
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Detta ger:
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Med pg =1 och p,, = HZ:I Ae—1/ 1k sa uppfyller 7, = ppmo ekvationen w@Q = 0. Kan man sedan

normalisera sa att
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dvs vélja mg = 1/, px, far vi en sannolikhetsfordelning som losning och alltsa den unika gréns-
fordelningen for den ergodiska fodelse-/dods-processen. (Normaliseringen forutrsitter att >, pr <
00).
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Exempel: M/M/1-systemet. Overgangsintensiteterna ir Gk k+1 = A, Qpt1,5 = p for k£ > 0. Funge-
rar som modell for ett kosystem dér kunder kommer enligt en Poissonprocess med intensitet A och
kunders betjaningstid &r oberoende och exponentialférdelade med vintevirde 1/p.

Lokal balans ger stationérfordelningen w maste uppfylla

_ A _ _ 2 _ _ k
Tk = ; Tk—1 = PTk—1 = P Tg—2 =+ = P TQ.

~—
=p
Vi har att

o0 o0
S =Y ot < oo
k=0 k=0

om p < 1,dvs A < u. Da géller att
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om mp = 1 — p. Alltsa, om A < p existerar stationdrfordelningen (och processen #r ergodisk) och
7 = (1 — p)p".

Fordelningen kallas geometrisk fordelning och #r slikt med ffg-fordelningen. Om X &r Geo(p) sa
ar X + 1 fig(p). Alltsa
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Poissonankomster, oberoende exponentialférdelade betjéningstider, ¢ betjinare. Med p = A/cpu < 1
existerar stationérfordelningen
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Lat X har férdelningen 7r. Sannolikheten att en kund anldndande till ett stationdrt M /M /c-system
far vinta ar
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Med X, som det stationéra antalet kunder i ko &r
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Lat S, vara tiden en anldndande kund tillbringar i k6 nér ankomster betjénas i turordning (FIFO-
diciplin).

P(S,>t) = ---=P (viinta)e (=P
Infor en stokastisk variabel I sadan att P(I =1) =1 — P (I =0) = P (véinta) och S’ exponenti-
alférdelad med véntevirde 1/cu(1l — p) oberoende av I. Da dr S, = I - S’. Speciellt far vi att

E[S,] = E[I-8'] =E[I]E[S] = P (viinta) - i

Vidare, med S som tiden en ankommande kund tillbringar i ett stationért system har vintevérde
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Slutligen,

E[X] = ilmk:-~-=cp+E[Xq].

Little’s formler

E[X,]=AE[S)]  E[X]=AE[S]  E[S]=E[S,] + E [betjiningstid]
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Med Little’s formler far vi den genomsnittliga tiden i k6
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Tidsreversibilitet

Lat (X;)¢>0 vara en stationdir Markovkedja. For ¢ # j dr

P(X(t) =j, X(t+h) =1
P(X(t+h)=1)
P(X(t+h) =i X(t) =) P(X(t) = j)
P(X(t+h)=1)

i

= P(X(t+h)=ilX(t) =) -

P(X(@t)=j|X{t+h)=1)

K2

Detta ger att Markovkedjan i bakldngestid har 6vergangsintensiteter
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En stationir fodelse-/déds-process uppfyller
TiGij = 45T (dVS TN = 7Ti+1,ui+1)

vilket innebér att g;; = g;;, dvs framdtkedjan och bakatkedjan har samma fordelning. Fodelse-
/déds-processer ér tidsreversibla.

Ett stationért M /M /c-system dr tidsreversibelt. I det reverserade systemet #r ankomstprocessen en
Poissonprocess med intensitet A och ankomster efter ¢ &r oberoende av (X (s))s<¢. Det betyder att
i det ursprungliga systemet ar avgangsprocessen en Poissonprocess med intensitet A och avgangar
fore ¢ &r oberoende av (X (s))s>¢.



