Binomialfoérdelning och dess sldktingar

Nir ett forsok gors intréiiffar en hindelse A med sannolikhet p = P (A4) oberoende av tidigare f6rsok.
Antalet forsok tills A intréaffar for forsta gangen dr fig(p)-fordelad, dvs

P(X=kK=(1-p)*p, k=123,...
for k=1,2,3,....
Sedan tidigare 4r E [X] = 1/p och man kan visa att V (X) = (1 — p)/p?.

Den omvinda fragestdllningen dr, av n gjorda forsok, lat X beskriva antalet ganger A intréffar.
Da ar X binomialférdelad, det vill séga

for k=0,1,...,n.

Det &r ofta vettigt att modellera situationen pa foljande sétt. Lat Uy,...,U, vara oberoende,
likafordelade stokastiska variabler, dar

1 med sannolikhet p
Ur =
0 med sannolikhet 1 —p

for k=1,...,n. Att Uy = 1 betyder att A intriffade i forsék k och Uy = 0 att A inte gjorde det.
Notera att
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=0
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E[UR] =) PPUr=0)=0"-(1-p)+1*-p=p,
=0

och alltsd V (Ug) = p — p* = p(1 — p).
Med .
X=>U
k=1
far vi att X beskriver antalet lyckade forsok. Da dr X binomialférdelad och
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och

V(X)=V (Z Uk> = {oberoende} = ZV (Ug) = np(1 —p)

k=1 k=1
Med modellen .
X=) U
k=1

sidger Centrala gransvirdessatsen att for stora n dr X approximativt normalférdelad med para-
metrar p = np och o = \/np(l — p). Vi krdver dock for att approximationen skall fungera vil att
p inte ar for liten eller for stor. Vi formulerar det gemensamma kravet pa n och p som

np(l —p) =V (X) > 10.



Betrakta nu foljande situation. Vi gor n forsok i tiden, tex. under ett ar. Om vi gor férsoken
tatare och téitare men samtidigt later sannolikheten p for att nagot skall intréffa vid varje tidpunkt
(forsok) minska, sa borde vi i gridns fa en modell som ridknar antalet intréffade héndelser under
aret dir hindelser kan intraffa ndrsomhelst under vart tidsintervall.

Formellt, 1lat X vara binomialférdelad

Px =)= ()t

och 1t n — oo och p — 0 sa att np = E[X] #r konstant. Med, u = np far vi att

P(X=k) = <Z)pk(1 —p)" = (nn;f)ug: (%)k (1 B %)n_k
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Om vi later n vixa far vi
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Detta #r en giltig sannolikhetsfunktion pa {0,1,...}
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for alla vérden pa p > 0. Vi gor f6ljande definition
X &r Poissonfordelad med parameter p > 0 om
k
AN e
P(X=k)= e
for k = 0,1,...,. Modellsituationen: antal héndelser som intréffar under ett (tids-)intervall dir

héindelser intraffar oberoende av varandra och med konstant intensitet. Ur hiarledningen ovan foljer
aven att
EX]=np=u och V(X)=p.

For tva oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler, X &r Po(u,) och Y &r Po(u,), har man
att
X +Y ar Po(ug + py)-

Beuvis:
n
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en Poissonfordelning med parameter p = iz + fiy.

Tag nu p > 0. Lat, for ett stort n, pu,, = p/n, och Xy,..., X,, vara oberoende och Poissonférdelade
med parameter p,,. Enligt det ovanstaende ér



Poissonfordelad med parameter u, men enligt Centrala grinsvirdessatsen dr X approximativt
normalférdelad med parametrar m och o = /u. Slutsatsen &r att Poissonférdelningen kan ap-
proximeras med Normalférdelningen. For att approximationen skall fungera bra kriver vi att p,
inte &r alltfor liten, dvs variablerna X skall ha hyfsade sannolikheter att inte bara vara nollor.
Vi formulerar kravet i termer av pg. Om g > 15 kan vi approximera Poissonférdelningen med
normalférdelningen.

Konstruktionen vi gjorde av Poissonférdelningen som gransvérde till Binomialfordelningen medger
approximation av Binomial med Poisson om n &r stor och p &r liten. Det viktiga &r virdena pa p
och vi kréver p < 0.10 for en hyfsad approximation.

Hypergeometrisk férdelning

Exempel: Opinionsundersokning (dndlig population): I en population om N individer finns det s
sympatisorer, dvs. p = s/N &r andelen sympatisorer. Vilj ut n pa mafa utan aterliggning och lat
X beskriva antalet sympatisorer. Da ar
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(Notera: om urvalet sker med aterldggning &r X binomialférdelad, X #r Bin(n,p).)

P(X=k) =

max(n — (N — s),0) < k < min(n, s)

N—n

E[X]=np V(X)an(l_p)N_l

Om populationen &r stor i forhallande till urvalet kan den hypergeometrisk fordelningen approxi-
meras av binomialférdelningen. Tumregel: n/N < 0.10.



