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Kombinatorik
<Z> = k:'(nn——'k)' Tolkning: <Z> = antalet delméngder av storlek k& ur en

méangd med n element.

Stokastiska variabler

V(X) = B(X?) - (B(X))?

C(X,Y)= E((X —E(X)(Y — E(Y))) =FE(XY)-EX)E(Y)
X

__CxY)
P S DD

Diskreta fordelningar

Binomialfordelningen

X &r Bin(n,p) om py (k) = <Z)pk(1—p)n_k, k=0,1,...,n,dar 0 <p < 1.

E(X)=np, V(X)=np(l-p)

?For-forsta-gangen”-fordelningen

X ar ffg(p) om pX(k):p(l—p)k_l, k=1,2,3,...,dar 0 <p< 1.

1 1-—
p

Hypergeometriska fordelningen
NpY(N(1-p)
( k )( n—
N

(%)
0<n—k<N(1l-p),dar N, Np och n ar positiva heltal samt N > 2,

n<N,0<p<l. B(X)=np, V(X):]]\\[,:?-np(l—p)

X ar Hyp(N,n,p) om py (k) = ) 0 <k < Np,

Poissonfordelningen

k
X &r Po(p) dér >0 om py (k) :%-6_”, k=0,1,2,...
E(X)=p, V(X)=pu

Kontinuerliga fordelningar

Likformig fordelning

1 ..
X #r Ula,b) déira<bome(:c):{b—a fora<w<b
0 annars
2
_a—+b _(b—a)
E(X)==—=5—, V(X) = 57—



Exponentialfordelningen

—\x .
X ar Exp(\) dar A >0 om fX(x):{A'e for z > 0

0 annars
_1 _ 1
Normalfordelningen
(z—p)?
2
X &r N(p,0) om fy(r) = 1 ¢ 2 , —oo<x<oo, o>0.

V21 o
E(X)=pu, V(X)=o>

X ar N(u,o0) om och endast om XU_’U ar N(0,1).
Om Z ar N(0,1) sa har Z fordelningsfunktionen ®(z) enligt tabell 1 och

2
tathetsfunktionen ¢(z) = L o2

V2T ’

En linjir sammanséttning ) a; X, +b av oberoende, normalférdelade

— 0 <r<o0.

stokastiska variabler ar normalfordelad.

Centrala gransvardessatsen
Om X, Xy,...,X,, &ar oberoende likaférdelade stokastiska variabler med
vantevirde p och standardavvikelse o >0 sa ér Y, = X1 +---+ X,

approximativt N(nu,ov/n) om n ir stort.

Approximation

Hyp(N,n,p) ~ Bin(n,p) om % <0.1

Bin(n,p) ~ Po(np) om p < 0.1

Bin(n,p) ~ N(np, v/np(1 —p)) om np(1 —p) > 10

Po(u) ~ N(p, /i) om p =15

Tjebysjovs olikhet

Om E(X)=p och D(X) =0 >0 sa giller for varje k > 0 att
1

P(IX = p > ko) < 2

Statistiskt material




9.2

9.3

9.4

10.

Punktskattningar

Maximum-likelihood-metoden

Lat x, vara en observation pa X;, i =1,2,...,n, dir foérdelningen fér X,

beror pa en okadnd parameter 6. Det virde szs som maximerar L-funktionen

L(6) = {le,...,Xn(xlv .-, @,;0) = (om oberoende) = py. (1;0)---px (2,:0)
fx, . x, (@, 2,;0) = (om oberoende) = fx (21;0)--- fx (2,;0)

kallas maximum-likelihood-skattningen (ML-skattningen) av 6.

Minsta-kvadrat-metoden

Lat x; vara en observation pa X;, ¢ =1,2,...,n, och antag att

E(X;) = (01,0, ...,0)) och V(X;) =07,

dar 01,09, ...,0, ar okdnda parametrar och Xy, Xo,...,X,, &r oberoende.

Minsta-kvadrat-skattningarna (MK-skattningarna) av 01,0y, ...,0;.

*

*k . .
obss - - -1 (01)ops som minimerar kvadratsumman

ar de varden (0)aps, (02)

n

2
Q=0Q(01,09,....0k) = > (; — pi(01,6,...,0;))".
i=1
Medelfel

En skattning av D(6*) kallas medelfelet for 6% och betecknas d(6").
Felfortplantning
Med beteckningar och forutsattningar enligt laroboken géller
2) B(g(6%) ~ g(65s)
D(g(0%)) = |9 (035)] - DO)
b) E(g(01,---.0n) = g((01)cbs: - - > (On)gbs)
n

n
" 0 0
Vialb.o ) % X 3 OO0 - |2 2L

:|xk:(9k:)* k=1,....,n

2 obs»
Nagra vanliga fordelningar i statistiken
X2-f6rdelningen

Om Xy, Xy,..., Xy &r oberoende och N(0,1) sa géller att

f
S X2 iy 2(f)-fordelad.
k=1

t-fordelningen

Om X ar N(0,1) och Y é&r x2(f) samt om X och Y &r oberoende sa giller

att —— g ¢(f)-fordelad.

VY/f



11.

11.1

11.2

11.3

12.
12.1

Stickprovsvariablernas fordelningar
vid normalfordelade stickprov

Lat Xq,...,X,, vara oberoende stokastiska variabler som alla a&r N(u,0).
Da galler:
a) X Ar N(u,%)
X —-X)? (n—-1)8% .
b) szl( 21 ) _ ( 2) Ar (n_ 1)
o o
¢) X och S? &r oberoende
X—p .

d tn—1

) S tn=)

Lat Xy,..., X, vara N(up,0) och Y7,...,Y, vara N(ug,0) och samtliga

stokastiska variabler antas oberoende. Da galler:

= = . 1 1
a)X—YaI'N</,L1—,U/2,0' n—1+n—2>
(ny +ns—2)8% . 4 . 2_(”1—1)512+(n2—1)522
b) 2 ar x“(ny +mng —2) dar S° = EIp— ,
2 1 al 12 2 1 2 T\ 2
St = L X7 och Sf =203 (5 -T)

¢c) X —Y och 52 &r oberoende
XY — (1 — po)
S i+i

d) ar t(nq +ng —2)

Lat Xq,..., X, vara N(ug,o1) och Yq,...,Y, vara N(ug,09) och

samtliga stokastiska variabler antas oberoende. Da géller:

2 2
— — g g
XY ir N(M—M,\/n—?rn—i)

Konfidensintervall

A-metoden

Lat 0% vara N(0,D) dar D &r kiind och 6 okiind. D& &r
Oobs = D Ao /2

ett konfidensintervall fér 8 med konfidensgraden 1 — «.



12.2 t-metoden

Lat 0* vara N(0,D) dar D och 6 dr okiinda och D inte beror pa 6.

6" — 0

Lat D}, vara en punktskattning av D sidan att o ar t(f). Da ar

bs

eobs + Dobs a/Q(f)

ett konfidensintervall for # med konfidensgraden 1 — a.

12.3 Approximativa metoden
Lat 6" vara approximativt N (6, D).

Antag att Dy,  #r en ldmplig punktskattning av D. D4 &r

bs

egbs + Dobs A a/2

ett konfidensintervall fér # med den approximativa konfidensgraden 1 — «.

12.4 Metod baserad pa X2 -fordelning

Lat 63}, vara en punktskattning av en parameter 6 sidan att

*N\ 2

<9— ar X . Da &r
a/2

( obs obs )
V Xl a/2

ett konfidensintervall fér # med konfidensgraden 1 — a.

13. Linjar regression
13.1 Fordelningar

Lat Y; vara N(a+ fz;,0), i =1,2,...,n, och oberoende. Da géller:
>z —T)(Y; - Y)

> i (@ —7)° " N( \/ZZ (@ — )

2
@ _2)
Yic1 (@ — )

—\2
c) o + 3% xy Ar N(a—l—ﬁxo,a %_1_ éxo CL’)_2)
> i=1(; = T)

_9)5? n
d) (n=2)5" ?S dr y3(n—2) dir 8% = 1

n —_—
g i=1

a) 8% =

3=

b) o =Y — %7 &r N<a,a

e) $% &r oberoende av a* och 3%



13.2

13.3

14.
14.1

14.2

14.3

Konfidensintervall

()
+
i (i — 5)2

2) 5
Vo @i =2

Loy Bay t Qobs T Bobso £ ty/0(n —2)s i

1
Ial Oézbs:l:tp/2<n—2)5 ﬁ

Berakningsaspekter

n n n n
Sey =D (@i =T)y; —=y) =D (x; = T)y; = > xi(y; —§) = Y_ x;y; —nTY
1=1 =1 =1 =1
- 2 = 2 2
Spe =Y (x;—T)" =) aj —nT
=1 =1
" 2
Syy = Z(yz - y)
1=1

n
2 2 . 2
(n—2)s" = Syy - (ﬁ(;kbs) Sex = Syy - ﬁz;bs : Sxy = lgélln Z(yz —a— fBx;)

Hypotesprovning

Definitioner

Signifikansnivan (felrisken) a ar (det maximala vardet av) P(forkasta H)
da hypotesen H( ar sann.

Styrkefunktionen h(f) = P(forkasta Hy) da 6 ar réatt parametervarde.

Konfidensmetoden
Forkasta Hy: 0 = 6y pa nivan a om 6 ej faller inom ett lampligt valt

konfidensintervall med konfidensgraden 1 — a.

X2 -test

Man goér n oberoende upprepningar av ett férsok som ger nagot av resultaten
A, Ay, ..., A, med respektive sannolikheter P(A;), P(4,),...,P(A4,). Lat
for 5 =1,2,...,r den stokastiska variabeln X; beteckna antalet forsok som

ger resultatet Aj .



Test av given fordelning: Vi vill testa Hy : P(Ay) = p1, P(4y) = pa, ...,
P(A,) =p, for givna sannolikheter p;,ps,...,p,. Da blir

2
" (x; —np;
Q=Y ]Tj) ett utfall av en approximativt X2(T — 1)-fordelad
] J
stokastisk variabel om H &r sann och npj =295, j=12,...,r.

Om vi skattar k parametrar ur data, 0 = (6,...,0;.), for att skatta
P1,P2s-- -5 Pr med pl(gzbs)vPZ(ezbs)a s vpr(ezbs) sa dr

é ( np](eobs))2
2 j=1

ett utfall av en approximativt
np; (eobs)
X“(r — k — 1)-fordelad stokastisk variabel.

2
T €T T
Beriakningsaspekt: () = Z # —n, Q' = Z
j=1""J /

Homogenitetstest: Man vill testa om sannolikheterna for resultaten
Ay, Ag, ..., A, ar desamma i s forsoksserier. Infér beteckningar enligt

nedanstaende tabell:

Serie Antal observationer av Antal forsok
Aq A, A ... A,
1 l‘]_]_ 1’12 5013 e xlT TL]_
2 To1  Tgg  Tog ... Top 9
S Ls1 ) Ls3 ce Lgp Ng
Kolonnsumma | m; myg mg ... m, N

s T (m _ nim1>2
Bilda Q = 3 LN/
— = iy

N
Q ar ett utfall av en approximativt Xz((r —1)(s — 1))-fordelad stokastisk

variabel.

Kontingenstabell (test av oberoende mellan rader och kolonner):

Samma teststorhet och fordelning som ovan.



15.

15.1
15.1.1

15.1.2

15.1.3

15.1.4

15.1.5

Markovprocesser
Markovkedjor i diskret tid
Grundlaggande begrepp

Tillstandsrum: FE

Overgangsmatris: P = (pij) dar Pij = PX,=j|X,_1=1)

i,jeR
p™ =", Y, dar ™ = P(X, =1).
Initialfordelning: p(o)

Stationar fordelning: 7

Grénsfordelning: p

Chapman-Kolmogorovs ekvationer

a) i = 3 o n)

K keE
b) plm+n) _ p(m) p(n)
¢c) P — pn

a) p™ = p® p() _ ,O pn.
Stationara sannolikheter

Om 7 = (7, my,...,Ty) 4r en stationdr sannolikhetsférdelning till en
irreducibel markovkedja (dndlig eller odndlig), ar m; = 1/E(T;) dar T; &r
tiden mellan tva besdk i tillstand i. m;/m; &r forvintat antal besok i tillstand

j mellan tva besok i tillstand 7.

Ergodicitet

1. En markovkedja kallas ergodisk om den har en asymptotisk fordelning som

ar oberoende av startfordelningen.

2. En &ndlig markovkedja &r ergodisk om och endast om dess tillstandsméngd
E innehaller en enda sluten irreducibel deltillstandsméangd och denna ar
aperiodisk. Speciellt a4r en &ndlig, irreducibel och aperiodisk markovkedja

ergodisk.

3. En irreducibel, aperiodisk markovkedja (dndlig eller odndlig) &r ergodisk

om och endast om det existerar en stationédr fordelning.

Absorption

En markovkedja kallas en A-kedja om E = A UG, dar alla tillstand i A &r
absorberande och alla tillstand i G leder till ett absorberande tillstand i A.

Sannolikheten for absorption i tillstand j7 € A, da den startar i tillstand :

aij .

Tiden till absorption, da den startar i tillstand ¢ € G: T, t; = E(T}).



For en andlig A-kedja galler for alla j € A att
keG keG
15.2 Markovprocesser i kontinuerlig tid
15.2.1 Grundlaggande begrepp
Overgangsmatris: P(t) = (pij(t))i,jEE dar
pi () = P(X(s +1) = j| X(s) =)
p(t) = (po(t),p1(t), .. .) dér p;(t) = P(X(t) =)
Uthoppsintensitet fran tillstand i: ¢
Overgangsintensitet fran tillstand 4 till tillstand j: G
Stationar fordelning: 7
Gransfordelning: p

Intensitetsmatrisen (eller generatorn): Q = lim

) Jim = = (i) jer

15.2.2 Chapman-Kolmogorovs ekvationer

)pZ]S—i—t szk pkj
keE

b) P(s+t) = P(s)P(t)

c) p(t) =p(0)P(t).

Kolmogorovs framat- resp. bakat-ekvation: P'(t) = P(t)Q = QP(t)
15.2.3 Stationara sannolikheter

1. 7 &r en stationér fordelning till en markovprocess om och endast om
wQ =0.

2. Om 7 = (7, m,...) dr en stationdr sannolikhetsférdelning till en &ndlig

l/qi

E(T;)

ar forvantad tid i tillstand

(eller reguljar oandlig) irreducibel markovprocess, ar m; = dar T;
7'(' .
J

i

ar tiden mellan tva intraden i tillstand <.

j mellan tva intraden i tillstand 7.

15.2.4 Ergodicitet

1. En &ndlig och irreducibel markovprocess ar ergodisk.
2. En reguljar, irreducibel markovprocess (indlig eller oéndlig) ar ergodisk

om och endast om det existerar en stationér fordelning.
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15.2.5 Absorption
Definitioner se 15.1.5.
For en andlig A- process galler for alla 7 € A att

49
U—F Z —ak,],zeG, och ti—_+ Z mtk, €qG.
% keG\{i} % keG\{i}
15.2.6 Poissonprocesser
Om {N(t);t > 0} &r en poissonprocess med intensitet A sa &r
N(t) — N(s) € Po(A- (t —s)), for t > s, och processens Skningar i disjunkta
tidsintervall &r oberoende. {N(t);t > 0} &r en fodelseprocess med alla
15.2.7 Fédelseprocesser

En fodelseprocess med fodelseintensiteter Ay, Aj,... dr en markovprocess

med X (0) =0 och med 6vergangsintensiteter

Ny, J=1i+1,i=0,1,2,...
qu: _)\27 ]22’220,172,...

0, annars.
En fodelseprocess med fodelseintensiteter Ay, A1, ... ar reguljér, d.v.s.
exploderar ej, om och endast om Z = 00.

1= 0

15.2.8 Fodelse-dods-processer
En fodelse-dods-process med fodelseintensiteter g, Aq,... och dods-

intensiteter juq, ty,... ar en markovprocess med Overgangsintensiteter
Ais j=1+1,1=0,1,2,...
JIre j=1—1,1=1,2,...
0, annars.
Ao A A
Lat p, =1 och p. = =,
Po TR TR
(0.¢]
En fédelse-déds-process ar reguljar om och endast om Z o Z p; = 0.
=0 Pk {0

En fédelse—déds—process har en stationédr férdelning 7 om och endast om

sz<oo ochz

)\pZ

Den stationdra fordelningen 7 ar given av m; =
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16. Koteori
16.1 Allmant system

Vi forutsatter att inblandade gransvarden existerar.

Beskrivning av systemet

A = ankomstintensitet.

U = betjaningstiden for en godtycklig kund.

B(t) = P(U < t) = betjaningstidens fordelningsfunktion.

c = antalet betjdningsstationer.

Beteckningar
p=1/E(U) = betjaningsintensitet for en godtycklig kund.
p= % = trafikintensiteten (betjaningsfaktorn). Vi forutsétter att p < 1.

X (t) = antalet kunder i systemet vid tid ¢.
p = (pg: Py, ---) = gransfordelningen for antalet kunder i systemet, d.v.s.
p; = lim P(X(t) =1).

t—o0

((t) = E(X(t)) = forvintat antal kunder i systemet vid tid ¢.
o)

= tlim ((t) = ip; = forvéantat antal kunder i systemet (efter lang tid).
e i=0
X,(t) = antalet kunder i kon vid tid ¢.

£, (t) = E(X,(t)) = forvintat antal kunder i kén vid tid ¢.

by = tlim £,(t) = forvintat antal kunder i kon (efter ling tid).
—00
Q,, = n:te kundens kotid.
G,(r) = lim P(Q, < 7).
n—oo
U,, = n:te kundens betjaningstid, P(U,, <t) = B(t).
S,, = Q,, + U,, = n:te kundens tid i systemet.
G(r) = lim P(S,, <7).
n—oo
Lat @ vara en s.v. med fordelningsfunktion G (7).
w, = E(Q) = forvantad tid i kon.
w = E(Q+ U) = forvantad tid i systemet.

Under mycket allmidnna villkor géller att

t=cp+1 _ % e w=?
=cptly, wg=~ och w=~.
Da ¢ =1 giller under mycket allménna villkor att

sannolikheten att en kund maste sta i k6 =1 —py == = p.

=[x
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16.2 System med Poissonankomster och exponentialfordelade
betjaningstider

System med ¢ > 1

c—1 n c -1
n-( Zraits)

G (r)=1— Lo emenl=n)T .5
L—=p
Sannolikheten att en kund méste sti i ko = ¢

I—p

System med ¢ =1
pn:(l_p)pnv TLZO,I,...

?
by =1— —
Gy(r)=1- pe_”(l_p)T, T >0.

G(T) -1 e—,u(l_P)T7 7>0.

System med ¢ = 2
l—p

Py = T+p’ n=0
" 20—p)p" 1,
1+p ) ) b
[ 2
q 1_p2'

2
G (1) =1— 20 ~2m(=p)T

q T+, , T>0.

Forlustsystem med ¢ > 1

Detta innebér att en kund, som inte far betjaning omedelbart, limnar

systemet.
(cp)”
n!
Dy = 5 =, n=0,1,...,c.
1+%+M+...+(C”)

1! 2!



16.3

16.4
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System med Poissonankomster och godtyckligt fordelade
betjaningstider

System med ¢ =1

Eq:p—Qp-<1+(V&).

Jacksonnatverk
Ett kondtverk som har m noder kallas ett Jacksonndtverk om foéljande villkor

ar uppfyllda:

1. Varje nod har identiska betjaningsstationer med exponentialférdelade
betjaningstider. Nod ¢ har c¢; betjaningsstationer, vardera med betjanings-

intensitet p,.

2. Kunder som kommer till nod 4 utifran kommer enligt en Poissonprocess
med intensitet A;. (Kunder kan &ven komma till nod ¢ fran andra noder i

systemet.)

3. Sa snart en kund ar betjanad i nod i sa gar kunden till nod j med

sannolikheten Dij for j =1,...,m eller lamnar systemet med sannolik-

m
heten p, =1 — Z Pij- Alla forflyttningar sker 6gonblickligen.
j=1

4. Alla ankomstprocesser, betjaningstider och forflyttningar ar oberoende av

varandra och av systemet i 6vrigt.

m
Ankomstintensiteten till nod i ges av A; = \; + Z pjiAj for i=1,...,m.
J=1

Lat X,(t) vara antalet kunder som befinner sig i nod i. For ett Jacksonnét-
verk med A;/(c;p;) <1 for i =1,...,m galler att

T P(X (1) =y, Xolt) = s Xy (8) = ) =Pl pie) =007
(1) () (i)

dar (py’,py’,py - -.) ar sannolikhetsférdelningen for ett M/M/c;-system
i stationért tillstdnd med ankomstintensitet A; och férvintad betjaningstid
/4



